’ PT:TD n° 3 chapitre Il comparaison série-intégrale, TSA et série a parametres ‘

a
S . N . N "
EXERCICE N° 5 ‘ Etudier suivant les valeurs du parametre réel a la nature de la série Z Uy ol U, = (n sh —)
n

On pourra chercher un équivalent deln u,, en partant d'un DLs de shx

1
Tout d’abord: u, =exp (—n“ln (n sh —)) On commence alors par chercher un équivalent de v, =In u, :

n
1 1 1 1 1 1 1 1
vp=Inu, =-n“ln|nsh—|=-nn n(—+—+o == )):—n“ln(1+—+o = ):—n“(—+0 = )
" " ( n) ( n 6nd (n3) 6n2 (nz) 6n? (nz)
o B _ 1 1 1
Ainsi : vn—lnun——6n2_a+o a|” Tgna
e Si2—a>0¢a<2alors Inu, ——0=u, —— 1 etilyadivergence grossiere
n—-+oo n—-+oo
1

e Si2—a=0alors Inu,

_1 . . o
——=>u,——e 8 #0 etilyadivergence grossiere
n—+oo @ n—+oo

e Si2—a<0o a>2alors Inuy,

—00 = Uy,
n—+oo n—+oo

On cherche a utiliser une régle du 0 en comparant u,, a une série de Riemann :

0 pas de divergence grossiere.

1 1
Pour a € R quelconque :  n%u,, = e*"" "% = exp (In(n® +Inu,) = exp |alnn — + 0( ))
6n2-a n2-a

Or: n*“%xalnn

1
O0=>alnn= o(—) et ainsi

n—-+o0o n2-a
1 1 1 1 1 o
alnn— +0 =- +0 ~— —oo=> n®u, ——0
6n2-a n2-a 6n2—a n2-a 612-4 n—+oco n—+o0o

1
autrement dit u, =0 (—a) pour tout o € R.
n

1
|unl=up=o0 pr

). —; converge
n

1
Pour a > 1 (par exemple a = 2), Z — converge donc Y u,, converge absolument par la régle du o car
n

EXERCICE N° 7 ‘ Etudier la nature de la série ¥ u,, ol u,, = ln(

(—1)”) (=" . 1
~ aussi |uy| ~ —

2n 2n n—+oo

2n+(—1)”)
2n

Ona: uy-= ln(l + 0 On peut donc éliminer la divergence grossiére et aussi la

convergence absolue puisque la série . o estde Riemann aveca=1<1
n
n

. . . - C . 1 .
Attention! Méme si la série ). converge par application du théoreme des séries alternées (car a, = — tend clairement

n
vers 0 en décroissant), on ne peut pas conclure sur la nature de }_ u, par le critere d’équivalence (Il manque '’hypothese de
signe!)

2 -D* 1 1 1
On sait que: In(1 + x) =x—x—+o(x2) aussi u;=————x —+0(—) Soit U, = v, + Wy
2 2n 2 4n? n?
—— -~ o)
=Un =wy

. . . . | .
On sait que la série Z v, converge par le théoreme des séries alternées puisque v, = (—1)"a, avec a, = o qui tend clairement
n
vers 0 en décroissant.
8n? n? 8n? 8n?
donc la série ) w;, converge absolument.
Finalement, | la série )_ u,, converge ‘Car c’estla somme de deux séries convergentes.

1 1 1 1
On sait aussi que wy = — + 0( ) ~—— or (——) est une série de Riemann qui converge absolument (ax =2 > 1)
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EXERCICE N° 6 ‘ Pour tout entier n =2, on pose u;, =

n+1

. Justifier que, pour n=2: f(n+1)<[ fde< f(n)

n

t— ——

tint

La fonction g = [t — tIn ] est croissante sur ]1,+oo[ car g'(f) =Int+1 > 0 donc f est décroissante sur ]1, +ool.
Déslors,pourn=2: n<t<n+l1l= f(n)=f(t)=f(n+1) etalors, parcroissance del'intégrale

n+1 n+1 n+1 n+1
f f(n)dtzf f(t)dt?f f(n+1dt < f(n)z/ fodt= f(n+1)
n n Jn . n

=fn) =f(n+1)

1. Onintroduit f =

2. En déduire une minoration de la somme partielle d’ordre n de la série Z Uy parleréel In(In(n + 1)) —In(In 2).
n=2

k+1 n
Onsaitque: VYk=2, fdt< f(k) etnotonsS;, = Z f (k) la somme partielle de la série.
k k=2
n k+1 n+l
Sommons cette inégalité pour les entiers k€ [2,n] : ) fde<S, & f f(®dt<S, aveclarelation de Chasles
—2Jk 2
n+1 n+ll/(n k= n+1
Or, siu(t)=Int: f f(t)dtzf dt = [lnlu(t)l] =In(In(n+1)) —In(n2)
2 2 u(r) 2

n
On a donc bien obtenuque:|Vn=2, S, = Z ur = In(In(n+ 1)) —In(In2)
k=2

3. Quelle est la nature de la série Z Un?
n=2
Si (S;) =2 estla suite des sommes partielle de la série, on a, par minoration :

In(In(z + 1)) —In(In2) — +o00= S, —
—+00 —1+00

Puisque la suite des sommes partielles diverge, on peut conclure que | la série diverge |.

+00

n
4. On considére maintenant la suite (a,) avec a, = Z ur —In(In n).
k=2

a. Démontrerque: Vn=2, f(n+1)-f(n)<ays —au<O0Onpourraréutiliser la question 1

n+l n n+l n

Ape1— ap = Z Ui — Z —In(In(n+1)) +In(lnn) = f(n+1) —In(In(n+1)) +In(Inn) car Z Ui — Z U =Ups1 = f(n+1)

k=2 k=2 ) | k=2 k=2
n+ n+
Or: In(n(n+1))-In(nn) :f f()dr autrementdit a;+1—an = Ups1 —f fde
n n

n+1 n+l1
Mais,d’aprés1.,ona:f(n+1)sf f(t)dtsf(n)oOsf f@dt—fn+) < f(n)-f(n+1)

Ainsi,onaobtenu: 0<a,—apy1 < f(n)—f(n+1) @‘02an+1—an>f(n+l)—f(n)‘

b. Quelle est la nature de la série Z (f(n +1)-f(n)?

n=2

La série Z (f(n+1) - f(n) est télescopique donc elle a la méme nature que la suite (f(n))

n=2
1
Or: f(n)= o mo donc|la série rgz (f(n+1) - f(n) converge

n=2

c. Justifier alors que la suite (a;),>2 converge

On peut utiliser le théoréme d’encadrement pour les séries a termes de signe constants :
{{ 0=ane1 —an = f(n+1)— f(n) (Question 4a)

Z (f(n+ 1) — f(n)) converge (question 4b) = Zz (“n+1 — ay) converge
n=2 n=

Or, la série télescopique Z (an+ 1 — a,) ala méme nature que la suite (a,),>2 donc| la suite (a;) =2 converge
n=2

n
d. En déduire que Z Uk ~n_ 00 In(Inm)
k=2

n
Ona: Z ur=In(Inn)+a, ou a,
k=2 n P
mais alors : Y ur=In(nn)+o(In(nn)) &| > ug ~,_ .. In(nn)
k=2 k=2

€ eR (question4c) aussi a, = o(In(nn))

n—+
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