’ PT : Correction TD n° 2 sur le chapitre IX‘

| EXERCICE N° 4] Soit (E, (.,.)) un espace euclidien de dimension n > 1. On dit que
I'endomorphisme f de £ (E) est symétrique lorsque :  V(x,y) € E?, {f(x),y) = {(x, f(3))

1. Justifier que, lorsque f est symétrique, alors Ker f et Im f sont des supplémentaire orthogonaux.

« On prouve d’abord I'orthogonalité de ses sev autrement dit que : Yx € Ker f,VyeIm f, (x,y) =0

Or: yelm f< 3acE, y=f(a) desorteque, parsymétriede f: (x,y)=(x, f(a))=(f(x),a)=(0g,a)=0
« Puisqu’ils sont orthogonausx, on sait que ses sev sont en somme directe soit Ker f&; Im fcE

Puisque la somme est directe: dim (Ker f @ Im f) = dimKer f +dimIm f =dimE par le théoréeme du rang
Ker fe,Im fcE

dim (Ker f ®Im f) = dimE eKerfo,lmf=E

Ainsi : {
2. Montrer que les sous-espaces propres d'un endomorphisme f symétrique sont deux a deux orthogonaux.

On choisit deux valeurs propres distinctes A et i d'un endomorphisme f symétrique de £ (E).

Onnote E,=Ker (f—-Aid) et Ey=XKer(f—puid) lessevpropresassociés.

Il s’agit d’établir que E) et E, sont orthogonaux soit que : Vx € E, Vx'e Ey, <x, x’) =0

Mais: (f(x),x')=(Ax,x') =A{x,x") dunepart et (f(x),x')=(x, f(x"))={x px')=p{x, x") d’autre part

desorte que: A{x,x')=p(x,x)oA-wW(x,x)=0<(x,x')=0 vuqueA—p#0

| EXERCICE N°5] Dans I'espace E = R” (7 > 1) munit du produit scalaire usuel, on fixe
(e1,e2) une famille libre et u; et u; deux vecteurs non nuls
On définit alors, pour xe E:  f(x) =(uy, x) e1 +(uz, x) e2

1. Montrer que f est un endomorphisme de E

Par construction : Vx € E, f(x) = (uy, x) e; + (uz, x) e € Vect(ey, e2) < E donc f(E) < E Pour la linéarité : V(x, x) € E2,VAER,
~—— ~——

eR eR
FOx+x) =(u, Ax+x")er + (up, A\x+ X" ez = (A (up, x) + (ur, x') ) ey + (A uz, x) + (uz, x') )e2 = A f (%) + f(X)
par linéarité a droite du produit scalaire

2. Montrer que 1g(f) <2

On amontré que VxeE, f(x)€ Vect(ey,e2) © Im f cVect(ey, e2) = 1g(f) < dimVect(e;; e2) =2 car (e, e») libre
3. Montrer que Ker f = Vect(u, u)t

PourxeE: xeKerfo f(x) =0 (u,x)e; + Uz, x)ex =0 (uy, x) =0=(up, x) © x € Vect(u,, Us) -
4. On suppose que {uy, e;) = {uz,e2) =0 et {uy, ex) #0, (uz, e1) # 0. Montrer que rg(f) =2

Puisqu’on travaille dans un espace E de dimension finie, le théoréme du rang et le résultat sur la dimension d'un orthogonal

1

donne: rg(f) = dimE—dimKer f = dimKer f* = dimVect(uy,u,) carKer f+= (Vect(ul, ug)L)

Il s’agit donc de justifier que, sous les hypotheéses de cette question, (4, uy) est libre.

Soit (a1, 02) € R? avec a1y + o tp = 0 alors (o Uy + o, e1) = 0= (o Uy + 0o Up, €2) Mais:

(quy +oouz,e1) =0 a1 x0+ a2 Uz, e1) =00y =0 et: (xju;+0ouUz,e2) =0 oy {uUp,e)+orx0=0<0a;=0

N—— ~——

0 0
Ainsi, puisque (u;, uy) est libre, dim\;;ect(ul, up) =2 1g(f)=2 g
5. A quelles conditions f est-il alors diagonalisable?
Par le théoréme durang, dimKer f=dimE—-rgf =n-2donc
0 est valeur propre d’ordre au moins m(0) avec m(0) = dimEy(f) = dimKer f=n—-2
Par ailleurs: f(e;) =(uz,e1)e2 #0 et f(ex) =(uj,ex)e; #0 donc e; et e; ne sont pas dans Ker f.
—— ——

#0 #0
On peut donc construire une base 28 de E en réunissant (ej, e2) et une base (es, ..., e,) de Ker f
0 (ul, 62> 0 ... 0
. 0 : qu’'on utilise pO(lill‘ calculer le polynéme
) caractéristique de f :
Dans cette base, la matrice de f est alors 0 0 d -2 é
X (%) = x"72(x* = (uy, e2) (uz, e1))
: : : o | ou(uy,e)(uz,e)#0
0 0 0o ... 0

o Si (1, e2) (U2, e1) <0 alors x f n’est pas scindé dans R[X] donc f n’est pas diagonalisable
o Si (uy, e2) (uz,e;) >0 alors x r est scindé dans R[X] (1). Il y a 2 racines simples +1/(u;, e2) (u2, 1) associés a des sev propres
de dimension 1 et la racine 0 de multiplicité m(0) = n—2 = dimKer f donc, pour chacune des valeurs propres, la dimension
de 'espace propre vaut la multiplicité (2). Aussi : (1) et (2) & f est diagonalisable.

Finalement, dans ces conditions, f est diagonalisable lorsque (u;, e2) (uz,e1) >0
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’ EXERCICE N© 1 ‘ On appelle E I'espace vectoriel des fonctions de classe C2 sur [0,1] a valeurs réelles : E = C1(]0,1],R)

1
1. Montrerque (f,g)= f (fwg®+f(ng'(n)dt définit un produit scalaire sur E.
0

Vérifions que (.,.) est une forme bilinéaire symétrique définie positive
~—~N— S Y~
@ &) @) ®) (4)
Pour (1) : Pour f et g dans E, alors f et g sont de classe C? sur [0,1] aussi fg + f'g’ est bien une fonction continue sur [0, 1]
et donc ( f, g) existe et c’est un réel.
Pour (2):ona (f,g)=(g f) carleproduitest commutatif
Pour (3) : Vu (2) vraie, on prouve la linéarité de [f — { f, g)] qui découle de la linéarité de la dérivation et de I'intégrale.

1
Pour (4) : Pour f € E: (f, f) :f ((f(t))2 + (f’(t))z)dta 0 par positivité de 'intégrale (f2 + f'2 = 0 sur [0, 1]).
0

1
Pour (5) : Si (f, f)=0 ©f ( ) 2 + (f’(t))z)dt =0 Puisque f?+ f' est positive et continue sur [0, 1] alors :
0

2+ f2=0sur[0,1] = f2=f2=0sur[0,1] = f =0sur [0, 1]
(somme nulle de termes positifs)

Finalement : ‘ (.,.» définit bien un produit scalaire sur E. ‘

2. Déterminer la distance entre la fonction carrée et le sev R [X] dans cet espace euclidien.
out bien siir on assimile un polynéme a la fonction polynémiale associée.
Onpose x=[t— 1?] et F=R[X]={[t— at+Db]|(a,b)eR?*} =Vect([t— 1],[r— t])
—— ——

=80 =81
On sait que la distance cherchée vaut ‘ d(x,F) = |lx—m(x)ll ‘ ol 7(x) est la projection orthogonale de x sur F
Méthode n° 1 : On détermine m(x) en utilisant la caractérisation: y=mn(x) < yeF et x—-ye Ft
——

—_——
) 2)
() e 3Ia,b)eR?Vie[0,1], y=ag1+bgy et @) o(x-yg)=0=(x—y,g) or:
a 1
(x=.80) =0« (),80) = (X, 80) < a(g1,80) + b{go, 8o) = <x»go>©§+b=§
<X—y’gl>0©<%gl>:<x’g1>©d<g1,81>+b<go,g1>=<x,g1>©;—la+la:§Au331
1 a 1 a 1 1 1
SRS I =32 b=2-5="%5 Ains
7=3 ———a--+-=0 —_— = =1
4 3 6 4 12 12
Calcul final de la distance :  d(x, F)—le @l = VIxI2=ln@)? ot [xl>=(x,x)=2+4xt=2
et [Im()lI* = (m(x), m(x)) = (g1 — 80,81 — §80) = (£1,81) —2 % § (81, 80) + 35 (80, 80) = 5 — 3 X 3 + 35 = 5ot = 32

Méthode n°2 : On sait que T7(x) = (x,€1)€; +(x,€2)€2 ol (€1,€2) est une base orthonormée de F = R; [X]
On obtient (g1, €2) en appliquant l’algorithme de Gram-Schmidt a la base (gp, g1) :

g
o g , =1doule
1= Igoll or (8o, 8o) =

ui N 1 q
sess ouu1=gl—<g1,el>el=g1—(g1,go>go=g1—zgo puis | &=

@( _1 )
\/ﬁgl 280

(up,ur) ={(g1— %go,g1 - %go) = <g1,gl> - >< =x(g1,80)+~ <go,go> %— % +% = % = % =«
on calcule alors la projection orthogonale :

12 1 _
m(x) = (x,80) &0 + — 13 <x,g1—§go>(g1—§go) car: (x,g1-580) =(x,81)—3(x.8)=7+1-3x3=232=3
N—— .,

car

]
soit m(x)= 3g0+( 2go) g1 - 6g0—[t»—>t— 3] =n(x)

wi=

1
3. Démontrer, en utilisant habilement I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans E = C°(R,R), que : f Vie ldt <
0

1
On travaille dans E = C°([0, 1], R) munit de son produit scalaire usuel : (f, g} = f f)grde
0

On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz avec f = [ — VT et g=[t— e~'] qui sont bien deux vecteurs de E.

1 1 1 241 1
Onsaitque: (f,g)=I{f,g)=Ifllgl o <f,g>=f0 Vietdr, ||f||2=f0(\/f)2dt=f0 e=| | =2
0
1 1 e 21! 1_g2 1 1 1—e2
et | ||2=f et 2dt:f e ?ldr=|- = .Aussi:f Vie 'dr < — x ———— d’ou1 I'inégalité.
& 0 (™) 0 2 Jo 2 0 2 V2 E
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