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| EXERCICE N° 4| On définit les intégrales I = fz In(sinf)dret] = f “In(cos ndt
0 0

1. Justifier que I est convergente.

[f:t—In(sin?)] est C%sur]0,Z]ousint>0 Remarque: Par positivité de I'intégrale, on sait que < 0
Méthode n°1: en 0: on a

sint=t+o(t) doit f(£)=In(t+o(8) =n(¢(1+0() = Inz+InQ +0(1)) car 2L 0
—_— Int t—0*

=o(lnt)
f@)=Int+o(nt) ~gInt
Int<0sur]0,1]

1 1 z
Or, on sait que: f In tdt conver e@f (t)dt converge @f (t)dt =|I converge.
aue: | o [ roarcomerse [ 7

Pas de singularité sur la borne haute

1
donc: { = Jet f In tdt ont la méme nature
0

cost

_ : Iegy —
u(f)=In(sing) wi(n)= sint ou uetvsont C! sur]0, 7]

V(=1 v(t)=t

Méthode n°2: Par intégration par parties avec {

[u(?) v(t)]g =0- %ir% tln(sint) =0 car t~gsint= tln(sint) ~q (sin¢)In(sin f) — 0

par croissance comparée avec x = sin ¢ P 0
r—

L cost R cost
aussi les intégralesIet K= f t——dt sontméme nature. Or: g(f) = t—
0o Sint sin ¢t

donc g se prolonge par continuité en 0 et K est faussement généralisée donc convergente. Ainsi: | I converge

1 0 I
. t; ~olet gest C”sur]0, %]

2. Prouver, a 'aide d'un changement de variables, que ] est aussi convergente et que I =]J.

. n n )
[t — In(cos t)] est C* sur [0,5[ (carcost>0) et onposeu= 7= t=@(t) aussidu=-dt, ¢t

o N
<
N o

T b i
Q:t— 5 t] est C!, strictement décroissante donc bijective de [0, 5 [ dans ]0, E]

0

Par changement de variables, J et f In(sin u) (—du) = I ont méme nature convergente et sont égales:

2

3. CalculerI+] et en déduireIet].

Puisque I et ] converge, on peut écrire par linéarité de I'intégrale:

: 3
[+]= f (In(sin ) +In(cos 1))dt = f In(sin tcos t)d¢
0 0

sin(2t)

Or: 2sintcost=sin(2t) donc: I+I=f§1n( )dt:fi(1n(sin(2t))—1n2)dt (Ok car sin(21) > 0)
0 0

. N 2 nin2
Toujours par linéarité, puisque I +J et K= f In2d¢=- sont convergentes (2 intégrales sur les 3):
0

x x x 2
I+I:fz1n(sin(2t))dt—f21n2dt:f2ln(sin(2t))dt—%
0 0 0

0

En posant alors u = 2¢ dans cette intégrale: du=2dt, ¢ u

SN IS

|
¢ = [t — 21] est C, strictement croissante donc bijective de ]0, 2 [ dans ]0, [

Le changement de variable est possible et la convergence assurée puisque l'intégrale de départ converge).
nin2

1™ . 1/ (2 . L . nln2 .
Ona: I+]= 5[ In(sin w)du — = 2 (/ In(sin w)du +[ In(sin u)du) 5 avec la relation de Chasles
0 0 z

=1
o2 . . . n T
On pose enfin v = m—u dans la 2nd intégrale ([t — n— u] est C!, strictement décroissante donc bijective de [5’ n[ dans ]0, > ])

1 o nln2 1 nln2 ) nln2 nln2
[+]=- I+f In(sinv) x —dv | — =—I+D- maisI+J=2Idonc 2I=1- =>|I=-
2" Ja 2 "2 2 2 2
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