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EXERCICE NO 4 On définit les intégrales I =
Zπ

2

0
ln(sin t )dt et J =

Zπ
2

0
ln(cos t )dt

1. Justifier que I est convergente.

[ f : t 7→ ln(sin t )] est C0 sur ]0, π2 ] où sin t > 0 Remarque: Par positivité de l’intégrale, on sait que I < 0

Méthode no 1: en 0: on a

sin t = t +o(t ) d’où f (t ) = ln(t +o(t )) = ln
¡
t (1+o(1)

¢= ln t + ln(1+o(1))| {z }
=o(ln t )

car
ln(1+o(1))

ln t
−−−−→
t→0+

0

donc:

½
f (t ) = ln t +o(ln t ) ∼0 ln t
ln t < 0 sur ]0,1]

⇒ I et
Z1

0
ln tdt ont la même nature

Or, on sait que:
Z1

0
ln tdt converge ⇔

Z1

0
f (t )dt converge ⇔

Zπ
2

0
f (t )dt = I converge.

Pas de singularité sur la borne haute

Méthode no 2: Par intégration par parties avec

(
u(t ) = ln(sin t ) u′(t ) = cos t

sin t
v ′(t ) = 1 v(t ) = t

où u et v sont C1 sur ]0, π2 ]

[u(t )v(t )]
π
2
0 = 0− lim

t→0
t ln(sin t ) = 0 car t ∼0 sin t ⇒ t ln(sin t ) ∼0 (sin t ) ln(sin t ) −−−→

t→0
0

par croissance comparée avec x = sin t −−−→
t→0

0

aussi les intégrales I et K =
Zπ

2

0
t

cos t

sin t
dt sont même nature. Or: g (t ) = t

cos t

sin t
∼0 t

1

t
∼0 1 et g est C0 sur ]0, π2 ]

donc g se prolonge par continuité en 0 et K est faussement généralisée donc convergente. Ainsi: I converge

2. Prouver, à l’aide d’un changement de variables, que J est aussi convergente et que I = J.

[t 7→ ln(cos t )] est C0 sur
h

0,
π

2

h
(car cos t > 0) et on pose u = π

2
− t =ϕ(t ) aussi du =−dt , t

¯̄
¯̄
¯̄
π

2
0

, u

¯̄
¯̄
¯̄

0
π

2h
ϕ : t 7→ π

2
− t

i
est C1, strictement décroissante donc bijective de

h
0,
π

2

h
dans

i
0,
π

2

i

Par changement de variables, J et
Z0

π
2

ln(sinu)(−du) = I ont même nature convergente et sont égales: I = J

3. Calculer I+ J et en déduire I et J.

Puisque I et J converge, on peut écrire par linéarité de l’intégrale:

I+ J =
Zπ

2

0

¡
ln(sin t )+ ln(cos t )

¢
dt =

Zπ
2

0
ln(sin t cos t )dt

Or: 2sin t cos t = sin(2t ) donc: I+ J =
Zπ

2

0
ln

µ
sin(2t )

2

¶
dt =

Zπ
2

0

¡
ln(sin(2t ))− ln2

¢
dt (Ok car sin(2t ) > 0)

Toujours par linéarité, puisque I+ J et K =
Zπ

2

0
ln2dt =−π ln2

2
sont convergentes (2 intégrales sur les 3):

I+ J =
Zπ

2

0
ln(sin(2t ))dt −

Zπ
2

0
ln2dt =

Zπ
2

0
ln(sin(2t ))dt − π ln2

2

En posant alors u = 2t dans cette intégrale: du = 2dt , t

¯̄
¯̄
¯̄

0
π

2

u

¯̄
¯̄
¯
0

π

ϕ= [t 7→ 2t ] est C1, strictement croissante donc bijective de
i

0,
π

2

h
dans ]0,π[

Le changement de variable est possible et la convergence assurée puisque l’intégrale de départ converge).

On a: I+ J = 1

2

Zπ

0
ln(sinu)du − π ln2

2
= 1

2

³Zπ
2

0
ln(sinu)du

| {z }
=I

+
Zπ

π
2

ln(sinu)du
´
− π ln2

2
avec la relation de Chasles

On pose enfin v =π−u dans la 2nd intégrale ([t 7→π−u] est C1, strictement décroissante donc bijective de
hπ

2
,π

h
dans

i
0,
π

2

i
)

I+ J = 1

2

Ã
I+

Z0

π
2

ln(sin v)×−dv

!
− π ln2

2
= 1

2
(I+ I)− π ln2

2
mais I+ J = 2I donc 2I = I− π ln2

2
⇒ I =−π ln2

2
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