
PT : TD no 2 chapitre III Nature, calcul de somme et produit de Cauchy

EXERCICE NO 3/2 On considère la suite (un)n∈N définie par u0 = 1 et ∀n ∈N, un+1 = une−un

1. Prouver que, pour tout entier naturel n, un >
On prouve le résultat par récurrence avec l’hypothèse HRn : « un > 0 »

Initialisation : On sait que u0 = 1 > 0 donc HR0 est vraie.

Hérédité : On prouve l’implication HRn ⇒ HRn+1

On sait donc que HRn est vraie soit que un > 0 et on prouve que HRn+1 est vraie aussi soit que un+1 > 0

En effet : un+1 = un|{z}
>0

×e−un|{z}
>0

> 0

Conclusion : Par récurrence simple, on sait que HRn est vraie pour tout n ∈N soit ∀n ∈N, un > 0

2. Démontrer que la suite (un) converge et préciser sa limite.

Comme un > 0 alors un ̸= 0 et :
un+1

un
= e−un É 1 (puisque un > 0 ⇒−un < 0 ⇒ e−un < 1

Mais :
un+1

un
É 1 ⇒ un+1 É un puisque un > 0 donc l’inégalité ne change pas aussi la suite (un) est décroissante.

Dés lors, la suite (un) est décroissante et minorée (par 0) donc elle converge vers un réel ℓÊ 0
En passant à la limite dans la relation un+1 = une−un on a :

ℓ= ℓe−ℓ ⇔ ℓ
³
1−e−ℓ

´
= 0 ⇔ ℓ= 0 ou e−ℓ = 1 = e0 ⇔ ℓ= 0 ou −ℓ= 0 ⇔ ℓ= 0

Ainsi, la suite (un) converge vers 0 lorsque n tend vers +∞

3. Justifier que, pour n ∈N∗ : lnun =−
n−1X
k=0

uk

Puisque un > 0 pour tout n ∈N, on peut prendre le logarithme dans la relation un+1 = une−un

Aussi : ∀n ∈N, lnun+1 = lnun + lne−un ⇒ lnun+1 − lnun =−un ou encore ∀k ∈N, lnuk+1 − lnuk =−uk

On somme alors, pour k ∈ �0,n −1 si n ∈N∗ :
n−1X
k=0

³
lnuk+1 − lnuk

´
=−

n−1X
k=0

uk

Dans le premier membre, on reconnaît une somme télescopique aussi : lnu(n−1)+1 − lnu0 =−
n−1X
k=0

uk

Mais, puisque lnu0 = ln1 = 0, on a bien : ∀n ∈N∗, lnun =−
n−1X
k=0

uk

4. En déduire la nature de la série
X

un

D’après la question 2, on sait que
X

un ne diverge pas grossièrement puisque un −−−−−→
n→+∞ 0.

D’après la question 1, on sait que
X

un est une série à termes positifs : on sait que la suite des sommes partielles de la série
est croissante et que la série converge si cette suite est majorée.

D’après la question 3, si on note Sn =
nX

k=0
uk la somme partielle d’ordre n de la série, on a, pour n ∈N∗ :

Sn =
nX

k=0
uk =

n−1X
k=0

uk +un =− lnun +un −−−−−→
n→+∞ +∞ par somme de limites usuelles (un −−−−−→

n→+∞ 0 et lnun −−−−−→
n→+∞ −∞)

On en déduite que la série
P

un diverge puisque la suite de ses sommes partielles tend vers +∞
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