PT : Correction du TD n°2 sur le chapitre XI

0 2 -1 1 11
EXERCICE N° 2| Réduire dans une base orthonormée les matricesA=| 2 0 1 |etB=|1 1 1
-1 1 -1 1 11

La matrice A est symétrique réelle donc, d’apres le théoréeme spectral, elle est diagonalisable dans une base ortho-

normeée.

x -2 1 1 -2 1 1 -2 1
Xxax)=| -2 x -1 |=¢ g, Xx=2)|1 x -1 |= 1,0, X=2)|0 x+2 -2
1 -1 x+1 0 -1 x+1 0 -1 x+1

En développant selon C; :
Mug:u—mx+Ux+mu+n—2}4x—m@?+mj:u—mxu+$
Aussi Sp(A) = {-3,0,2} et tous les espaces propres sont de dimension 1 et orthogonaux deux a deux.

0 2 -1 -2 2 -1
On précise Eg=Ker(A)=Ker| 2 0 1 et Eo=Ker(A-2LL)=| 2 -2 1 en déterminant pour
-1 1 -1 -1 1 -3
chacun un vecteur non nul de ces espaces puisqu’ils sont de dimension 1 :
x 2y-2z=0 z=2y x -1
yleEgol 2x+z=0 o x=-5=-y eo|y|=y| 1 |douE=Vect(w) ot u=(-1,1,2))
z —x+y-z=0 y+y-2y=0 z 2
Dans A — 213, on remarque que C; + Cy = 0 donc que v = (1,1,0) € E, et E» = Vect(v)
-1 1 -2
OnsaituAnv=| 1 |A|1l|=]| 2 |dirige E_3 ou encore E_3 = Vect(w) ou w = (-1,1,-1)
2 0 -2
u v o w ) . ..
La base & = (ﬂ’ W, ﬂ) est une base orthonormée de diagonalisation de A de sorte que
ull vl lw
1 1 _ 1
i/g \{Q i/§ . 0 0 O
P= % B i €eO3(R) et P'AP=|1 0 2 O
< o0 -1 0 0 -3
V6 V3

B est symétrique réelle donc, d’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.
Elle est de rang 1 donc, d’apres le théoreme du rang, dimKer B =3 -1 =2 et 0 est valeur propre de multiplicité 2.
On obtient la troisieme valeur propre, notée A, aveclatrace: 0+0+A=tr(B)=3 < A=3 Ainsi:

Sp(B) =1{0,3} avec m(0) =2, m(3) =1 etlessevpropres Ej=Ker (B) et E5 = Ker (B — 3I3) sont orthogonaux.

-2 1 1
B-3I3= 1 -2 1 a la somme de ces colonnes nulles donc © = (1,1,1) € E3
1 1 -2
1 1 1
v=(1,-1,0) € Eg puisque u.v =0 et Eg :E3l etaussi w=uAv=|1|A]|-1|=] 1 |€Ey
1 0 -2
u v o w 3 . ..
Labase & = (ﬂ, ﬁ, ﬂ) est alors une base orthonormée de diagonalisation de B de sorte que
ull vl w
i 1
\{g \/51 \{g . 3 00
P= BV €03(R) et P'AP=| 0 0 O
T 9 2z 000
V3 V6

LEROY - PT Paul Constans



