
PT : Correction du TD no 2 sur le chapitre XI

EXERCICE NO 2 Réduire dans une base orthonormée les matrices A =



0 2 −1
2 0 1
−1 1 −1


 et B =




1 1 1
1 1 1
1 1 1




La matrice A est symétrique réelle donc, d’après le théorème spectral, elle est diagonalisable dans une base ortho-
normée.

χA(x) =
¯̄
¯̄
¯̄

x −2 1
−2 x −1
1 −1 x +1

¯̄
¯̄
¯̄= C1 ← C1 +C2

(x −2)

¯̄
¯̄
¯̄

1 −2 1
1 x −1
0 −1 x +1

¯̄
¯̄
¯̄= L2 ⇐ L2 −L1

(x −2)

¯̄
¯̄
¯̄

1 −2 1
0 x +2 −2
0 −1 x +1

¯̄
¯̄
¯̄

En développant selon C1 :

χA(x) = (x −2)×+
³
(x +2)(x +1)−2

´
= (x −2)

³
x2 +3x

´
= (x −2)x(x +3)

Aussi Sp(A) = {−3,0,2} et tous les espaces propres sont de dimension 1 et orthogonaux deux à deux.

On précise E0 = Ker (A) = Ker




0 2 −1
2 0 1
−1 1 −1


 et E2 = Ker (A−2I2) =




−2 2 −1
2 −2 1
−1 1 −3


 en déterminant pour

chacun un vecteur non nul de ces espaces puisqu’ils sont de dimension 1 :


x

y

z


 ∈ E0 ⇔





2y − z = 0
2x + z = 0
−x + y − z = 0

⇔




z = 2y
x =− z

2 =−y
y + y −2y = 0

⇔




x

y

z


= y



−1

1

2


 d’où E0 = Vect(u) où u = (−1,1,2)

¢

Dans A−2I3, on remarque que C1 +C2 = 0 donc que v = (1,1,0) ∈ E2 et E2 = Vect(v)

On sait u ∧ v =



−1

1

2


∧




1

1

0


=



−2

2

−2


 dirige E−3 ou encore E−3 = Vect(w) où w = (−1,1,−1)

La base B =
µ

u

∥u∥ ,
v

∥v∥ ,
w

∥w∥

¶
est une base orthonormée de diagonalisation de A de sorte que

P =




− 1p
6

1p
2

− 1p
3

1p
6

1p
2

1p
3

2p
6

0 − 1p
3


 ∈ O3(R) et PTAP =




0 0 0
0 2 0
0 0 −3




B est symétrique réelle donc, d’après le théorème spectral, elle est diagonalisable dans une base orthonormée.
Elle est de rang 1 donc, d’après le théorème du rang, dimKer B = 3−1 = 2 et 0 est valeur propre de multiplicité 2.
On obtient la troisième valeur propre, notée λ, avec la trace : 0+0+λ= tr(B) = 3 ⇔ λ= 3 Ainsi :
Sp(B) = {0,3} avec m(0) = 2, m(3) = 1 et les sev propres E0 = Ker (B) et E3 = Ker (B−3I3) sont orthogonaux.

B−3I3 =



−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2


 a la somme de ces colonnes nulles donc u = (1,1,1) ∈ E3

v = (1,−1,0) ∈ E0 puisque u.v = 0 et E0 = E⊥
3 et aussi w = u ∧ v =




1

1

1


∧




1

−1

0


=




1

1

−2


 ∈ E0

La base B =
µ

u

∥u∥ ,
v

∥v∥ ,
w

∥w∥

¶
est alors une base orthonormée de diagonalisation de B de sorte que

P =




1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

− 1p
2

1p
6

1p
3

0 − 2p
6


 ∈ O3(R) et PTAP =




3 0 0
0 0 0
0 0 0



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