PT : Correction TD n° 2 sur le chapitre X

| EXERCICE N° 3| Pour 1€ N*, on note H,, la somme partielle d’ordre 7 de la série harmonique Y —
n=1

1. Montrer que H, ~Inn  On pourra utiliser une comparaison série-intégrale

f=lt— %] est C? et décroissante sur [1,+oo[ aussi :
k+1 dt k+1 dt 1 k+1 dt
J

1
—Pourkel\l*ette[k,k+1]:%>— — -

k k t  k t
1 1 1 ds
-Pour keN—-{0,1} ette[k—1,k]: E Z %< T

) ) n+l1 ndt
Alors, en sommant ces relations avec la relation de Chasles : s <H,<1+ s <In(n+l)<sH,<1+Inn
1 1

. Inn+In(l + 1) _H, _ 1 1 1. H, 1

En divisant parInn : +lel+—In(l+-)< < — +1

. Inn lnn lnn Inn n Inn Inn

—_— ——
o , ~ 0 0
Aussi : — 1 :>m H—+00 n—+00
1 1
2. En déduire le rayon de convergence de la série Z 1+ > 4+t —) x"
n=1 n
]' 1 n n A n
Z 14—+ 4+—|x" = Z H,x" ale méme rayon de convergence que Z (Inn)x
n=1 n n=1 n=1
On détermine ce rayon avec la regle de d’Alembert : soit u, = (Inn)x" et x #0
u In(n+1 Inn+In(+ 1) 1 1
| n+l|: { ) xI:—nlxI:(1+—ln(l+—) | x| —— | x|
|1y, Inn Inn \ Inn n n—
!
IlyaCVAsi|x|<1ldoncR=1etilyaDVGsi|x|>1douR<1 donc
3. En utilisant un produit de Cauchy, calculer la somme de la série Z (1 + > ot —|x"
n=1 n
no1 n xk X"

YUY —]x"=Y | Y = x x| est un produit de Cauchy entre Y — et Y x" toutes les deux de rayons de
n=1\k=1 k n=1 \k=1 k n=1 1 n=0

+00 .1 +00
convergence 1 (avec terme constant a 0 pour la premiére). Si [x| < 1:S(x) = (Z —) (Z x”) =(—In(1-x)) x |

n=1 n=0
¥1-cost
X ——dt
fiam [ 225

est C*™ sur R et préciser les dérivées successives en 0.

| EXERCICE N° 5] Justifier que

1—cost

Onpose: g(t)=——3— pourt#0 dés lors g est continue sur R* et se prolonge par continuité en 0 car :
2
1—cost % 1 1 . L .,
—g T g0 en posant g(0) = 7 La fonction f est donc la primitive de g qui s’annule en 0.
+00 2n +00 th
Or, on sait que, pour t€R: cost= ) (-1)" =1+ Z(—l)” deslors,sit#0:
n=0 2n)! n=1 (2n)!
N=———==x|[=-) (-D" ) n-l =Y (-DF——— enposantk=n-1
sN=""%"=% ( 2L nzl( D e ,;)( kv P

autrement dit g est développable en série entiere avec un rayon de convergence R = +oo or on sait que la somme
d’une série entiere est C* sur son intervalle de convergence donc on peut conclure que g est C* sur R. Par suite,
sa primitive ‘ f estaussi C* sur R ‘ et on sait aussi qu’elle est développable en série entiere et qu’on peut obtenir le

+o0 (_ )k x2k+1 +00 (—l)k x2k+1
développement en intégrant terme a terme celui de g soit: f(x) = ‘];(2)44_ kgb k2 2kT1 = kgb k21 2kT1
Les coefficients du développement en série entiéres sont (:'(0) don;loent donc les dérivées successives de f en 0.
-DF (DK

Ainsi: f@R©0)=0 de coefficient d’indice paire) et fEK+D(0) = 2k +1)! x =
f(0) (car pas de coefficient d’indice paire) f 0) =( ) CkT 212kt - CkrDCkT2)
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+00 -1 n
EXERCICE N° 6 \ On considere la fonction f de la variable réelle x d’expression  f(x) = Z 1)

= n(n—1)

1. Déterminer le domaine de définition de f

. L. o . (="
On reconnait une somme de série entiere Z a,x"oua,=——.
e’} nn-—1)

1
lan| ~ — donc Z a,x" ale méme rayon que Y. n~2x" dont on sait qu’il vaut R = 1 et on sait que f(x) existe sur
n
1-1,1[.
o [l reste a étudier la définition aux bords de ce domaine soit quand x = +£1 mais alors :
nl -

1
|anx ~n—+00 —; donclasérie CVA par critere d’équivalence et f(x) existe.
n

nn-1)
Conclusion : ‘ f est définie sur [-1,1] ‘

2. Pour x €] —1,1[, exprimer f’(x) puis f(x) al’aide de fonctions usuelles.

+00 (—l)n +00 (_1)k+l
Pour x €] — 1,1[, en dérivant terme a terme:  f'(x) = )_ x"1 = > 5
n=2 N— 1 k=1 k
+00 (_1)11—1 +00 (_1)n+1 .
Or, on sait que, pour x€] —1,1[: In(1+x) = Z x" = Z x" aussi f'(x) =In(1+x)
n=1 n n=1 n
L N _ x [* W =1 ) =1+t
Déslors: f(x)—f(0) —fo (In(1+n)ds = [(1+z‘)ln(1+t)]0—f0 1dt parIPP avec{ (D) =In(l+8 v(5)= %t
=0
alors: f(x)=1+x)In(1+x)—x
+00 (_l)n
3. En déduire la valeur de Z _
= n(n—1)

On sait que f est continue sur son domaine [—1,1] de définition donc :

= R . .
n;z ooy == lim f() = lim ((1 +x)In(l + x) x) 2In2-1
+00 (_l)n n +00 1
: — = — X (= = _— = — = —+ —+ — =

Remarque: f(-1) ’12::2 R0 D) (=D ’;::2 S f(=1 xEr_r}+ ((1 x)In(1 + x) x)
+00 1 oo 1 1

mais on pouvez obtenir ce résultat par somme télescopique : Z —_—== Z (— = ) =—0-1)=
noo n(n—1) no\n n-1
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2x 2) f)=——
T (1-xQ2+x

EXERCICE N° 4 \ Justifier I'existence et déterminer le développement en série entiére en 0 de
1
3N fX)=———
W= e

DIO= 1 e
4) f(x) =In(x*-5x+6) 5) f(x):Arctan( 2) 6) f(x)=e*sinx
1+x

2X ot fe ( 1), W=x2-1
SO1 =—=|—- Ouux x —
u? u

x
On remarque que f(x) = =
que que F() = "2 = @12
est DSE en 0 avec un rayon de convergence R = 1 avec F(x) = Z (x*)" = Z x*"

)

1.
1
Or:F(x)=——=
ulx) l-x
+00
Par dérivation terme a terme, f = F' est aussi DSEen 0 avecR=1et: f(x) % (2n)x2” 1
n=0 1
. . 1 1 1 1 1 1 1 1
2. On écrit (décomposition en éléments simples a faire) : f(x) = = x +—x =—x +—x -
3 1- 3 24x 3 1-x 6 1+3
On reconnait des séries géométriques
1 R 1 1 X\ R x" X
—— =) x"pourl|x|<1 et = = (—— = (—1)"—si‘——’<1© x| <2
1-x ,;O ptiel 1+%  1-(-3) ,;0 3) = LD s A
1 +00 1 +00 xn +0o 2n+(_1)n
Aussi si|x|<1: f)==) x"+=) (-D"==) x"  (toute les sommes CVA si |x] <1< 2)
3 n=0 2" n=0 3x2n
_ .3
3. Onsaitque: 1+x+x%= ; si|x| <1 (somme partielle d'une série géométrique)
—-X
+00 +00
Aussi, i |x|<1: f(x) = 7 =Q-x)x7T—3 =1-0Y )'=01-0) il <lexP<lelxi<l
- - n=0 n=0
l1sik=3n
Alors, si|x|<1: f(x)= Z " — Z ool — Z akx ouar=4 -1sik=3n+1
0sik=3n+2
4. f(x)=x?>-5x+6>0auvoisinage de 0 avec: x*>-5x+6=(x—3)(x+2)
fx) :ln((x—S)(x—Z)) =In|x-3|+In|x-2|=In(3—x) +In(2 — x) _ln3+ln(1— —) +1n2+ln(1——)
Attention a l'existence des différents logarithme au voisinage de 0!
x X o gt
Pour a>0 [x»—»ln(l — —)] est DSE sur |—a, a[ avec ln(l — —) =— Z 2 dans In(1 - w))
a a = na®
Par somme, f est DSE sur ] —R,R[ou0R=min (3,2) =2 et:
X" X" +00 ap=In6
x)=In3+1n2- —|=) a,x"avec 2m 3"
f@) Z’( n3" n2”) ,12:"0 " anp=— sin=1
ne’
5. Par composée de fonctions usuelles, f est dérivable sur R avec
u'(x) Sie S (S = ) —4x
"x) = ———ouu(x) = soit u'(x) = = aussi
UREY 1+ u2(x) (x) 1+x2 (x) (1+x2)2 (1+x2)2
—4x
1+ x2)2 —4x —4x —2x
"(x) = ( = = =-2x D (x our [x*|<1le x| <1
e 1-x%2 14+2x%2+x*+1-2x2+x* 24204 1+44 X_"O( e Spon ol
+—
(1+x2)2
+00
f"est DSEsur]—1,1[ avec f'(x) Z( 1)"*12 x x4"*! donc f aussi et
n=0
+00 ] An+2 1 4n+2
X) = —1)"*12 x +kavec k= f(0 Arctanl——smt xX)=—+ 1ttt ——
fx)=> (-1 P f)= fx) = Z( L
6. Par produit de Cauchy de série entiére de rayon de convergence R = +oo, f est DSE avec R = +oo
. oo 1+l W .\ inm
exe”‘) Sm (e1+D¥) = %m(z d+ x") Or:(1+i)"= (\/Qeli) =(/2)"e1
n=0 n!

Par ailleurs : f(x) =Sm(
+00 n
Aussi: f(x)= ) v2) sin(%)x”

n=0
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