PT : Correction du TD n° 2 sur le chapitre I

EXERCICE N° 1 \ Etudier I'allure au voisinage du point stationnaire de la courbe I dans les cas suivant

— 3
:{ x() =In(1+¢°) el LI

6
yn=r’-5

xetysontC®sur]—1,1[ (puisque —1< t<1=-1<t><1= 1+ 2> 0 par croissance de la fonction cube)
2

De plus:: =3 aussi x'(£)=0e3t2=0« t=0etonabien y'(0)=0
y'() =3t> -3¢
Il y a un unique point stationnaire pour £ =0
Prenons le temps de la réflexion : x(f) ~q > et y(t) ~o > donc la premiere dérivée non nulle sera pour p = 3
Le terme suivant dans le DL de In(1 + ¢3) sera en (%) = 1% et on a pas mieux dans y(#) donc on commence
avec des DL a l’ordre 6 en espérant qu'’il ne sera pas utile de devoir pousser 'ordre des DL

1
(£%)? t x| (o 1 5| (ot
: . _ 3 6y — 3 _ 6 .. _ 3 6
Onsaitque: x(f)=t¢ > +o(t°) =t > +0(t°) aussi: (y(t)) (0) +t (1) +t _l + o(%)

1
La premiere dérivée non nulle est obtenue pour p = 3 et la tangente est dirigée par la vecteur p =
1

=0

Par contre, pour obtenir la dérivée suivante non colinéaire, le DL précédent ne suffit pas car : 1 —1/2

-1/2 '

5 P
On doit donc pousser le DL a I'ordre suivant (icien (£3)3 =) : x(1) =13 - >3 o(£%) et:

x@) (o) (1) sz o[2] (e e
= +1 +1 +17|3 |+ o.| Ladérivée suivante non colin€éaire est obtenue pour g = 9.

y@) o 1 1 o) lo(t”
2
Ainsi: p et g sont impairs et le point stationnaire est un point d’inflexion.
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5 F:{ x(t) = cos(31) eR

y(t) = sin® (1)

Recherche du domaine d’étude :

y(®)
Xx(t+2m) = x(t+3 x 21/3) = x(¢). On peut limiter I'’étude a un intervalle d’amplitude 27n
X est paire et y est impaire donc les points M(#) et M(—¢) sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses.
On obtient le tracé sur [—m,0] a partir du tracé sur [0, 7] et on peut limiter I'étude sur [0, 7]
Point stationnaire sur [0, 7] :
x et y sont C* sur R par produit et composition de fonctions C* sur R.

x'()=-3sin3) =0 3t=0[n] tEO[g] < 1€{0,%,%} sur [0,7]

: 2n o e x(1) o :
La fonction x est = périodique et y est 2m périodique aussi f ot M(f) = est 2m périodique (puisque

13773
Or: y'(t)=3xcostxsin?t (dutype (u3)/ =3xu' xu?) ety nesannule pasen Zeten %" mais y'(0) =0
Il y a un unique point stationnaire en ¢ = 0 a étudier sur [0, ]
Par symétrie, on n’ajoute pas de point stationnaire sur [-1,0] (Remarque : s’il y avait eu un point stationnaire
en a €]0,n] alors il y en aurait eu un aussi en —a...)
Par périodicité, ce point stationnaire est atteint une infinité de fois aux parametres t = 2kn (k € Z)
Nature du point stationnaire :
Prenons le temps de la réflexions : y(f) ~g 13 et x est paire avec un terme a I'ordre 2 (issue du DL de cosinus)

La premiere dérivée sera donc a l'ordre 2 et la dérivée suivante sera a ’ordre 3
2
(31)

Ona: x(H=1-

+0(t3):1—§t2+0(t3) et YO~ 2o y)=r+0() dou
x@) (1) 2 ,[0) [o(r)
= +1 2|+t 4 3
y(1) 0 0 1 o(t”)

S (-1
La premiere dérivée non nulle est pour p = 2 et la tangente est dirigée par p = ( ; )

La dérivée suivante non colinéaire est pour g = 3.
Ainsi : p est pair et g est impair donc le point stationnaire est un point de rebroussement de ler espéece
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x(t) =
r 21‘251 , £ €]0,+00]
y() = 2

x et y sont C* sur ]0, +ool par quotient puisque ¢ # 0 avec:
20x2t—(2+1)x2 _ 2(12-1) 2x - (2r-1)x2t _2t(1-1)

21)2 (@2p? A 4

x'(8) =

et y'(1)=

R 4 () 0 ) L
Ainsi : , = < t=1 (seul zéro communa x' et y')
yo) \0

Pour étudier le point stationnaire, on va réaliser des DL en ¢ = 1 de sorte qu'on commence par ramener le
probléme en 0 en posant £ =1+ h.

On commence par rechercher un DL3 (point stationnaire donc pas d’ordre 1 et on espere le cas le plus favo-
rable p =2 et g = 3) mais il faudra peut étre pousser le DL

_(1+hP+1 1 s 1 . s 13 3
XUt h) = s = S @4 2t )% = Wt bt iA1=t b = 1+ o(h?)
Aussi: x(1+h) =1+(-1+Dh+(1-1+Dh*+(-1+1-HR¥+oh®) =1+ 1> - 1h3+o(h®)
=0 OUF!
2+2h

y(1+h) = (1+—h)_21 =(1+2h)(1+h)2=(1+2h) (1 —2h+ +o(h3))
Aussi: y(1+h)=1+2h)(1-2h+3h?>—-4h3+0(h3) =1+ (-2+2) h+(3—4)h?>+ (-4 +6)h® + o(h3)
N e’

=0 OUEF!

2(3) 5, (—2)(;3)(—4) 3

soit: y(l+h)=1- h2+2h3 + o(h3)

1+h 1 1/2 ~1/2) [o(h® -
Finalement : X : =| |+h? +h3 . 5| et ' e =l ‘ = % # 0 donc
y(1+h) 1 -1 2 o(h) -1 2

1
la premiére dérivées non nulle est obtenue pour p = 2 et la tangente est dirigée par p =

la dérivée suivante non colinéaire est obtenue pour g =3
Ainsi : p est pair et g est impair donc le point stationnaire est un point de rebroussement de ler espéce

A

257

1.5t
17 M(1)

0.5t

\

N+

-0.5 0o 05 1 1.

-0.5 T

|

3 LEROY - PT Paul Constans



EXERCICE N° 2 \ On donne ci-dessous le tableau de variation d’'une courbe paramétrée f(t) = (x(t), y(t)).

On note M(#) le point de parametre .

t —00 —4 -1 0 2 +00

x'(1) - 0 + I + 0 - I -
1 +00 0 +00
x N / / N N\
% —00 —00 1
+00 +00 +0o0
N /
y % N\ 1%
N /
—00 0

y'(1) - | - [ - 0 + |+

1. Repérer les points ou les tangentes sont paralléles aux axes et les points singuliers.

8.32

On repere une tangente verticale en M(—4) de coordonnées (g; %) et un point singulier en M(0) = O(0,0)

2. Repérer les branches infinies. Identifier les asymptotes verticales et horizontales.

On repére 5 branches infinies :

— si t — —o0, il y a une asymptote verticale d’équation x =1

16
— si t — 2, il yaune asymptote horizontale d’équation y = El

— si t — +o00, il y a une asymptote verticale d’équation x =1
r? 2(r+2)

3. Ce tableau est celui de la courbe donnée a I'exemple 7 avec x(f) = ————— et y(t) =
(t+1D(r-2) t+1

L'étude des branches infinies a été faite a cette occasion : vos réponses sont-elles cohérentes avec cette étude ?
Rappeler I'équation de I'asymptote oblique de cette courbe.

. . . )l . 2
La branche infinie en r — —1* est une asymptote oblique d’équation y = —3x + 3

Pour la position de la courbe par rapport a I’asymptote :
*(t+2) 312 2 1 (

+ —_ =
t+1 (t+1)(z—2)

3E2(t+2)(t=2) + 92 -2+ 1)(t-2))

~

32(2-4+3)=312(12-1)

2
YO +3x(0 -3 = 3 3(t+D(1-2)

(t)+3x(t)—g:&(Btz(t—l)—Z(t—Z)) or 3£5-322—2t+4=(t+1)32—6¢+4)

Y 3 3(t+D(t-2)

donc: (t)+3x(t)—g—(t+1)2(3t2_6t+4) Malesi ne opposé a ¢t + 1 au voisinage de —1
-7 3 3u+Di-2 ' 9 She opp 6

La courbe est donc au dessus de 'asymptote lorsque ¢t — —1 avec ¢ < —1 et au dessous de I'asymptote lorsque

t——lavect>-1 5 13
Remarque : vous pouvez aussi vérifier que, en0, y(—1+ h) +3x(—=1+ h) — 370 —?h
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4. Esquisser la courbe en sachant, de plus, que le point stationnaire est un point de rebroussement de seconde
espece avec une tangente de pente —4.
153

r—1% t— —do

M(-4)
10 +

w5

r—2"

=15 -10 -5 —ll"? 5 10 15

—-10 +
y:—3x+%

x=1 t—1"

_15 L

5. Justifier le signes des dérivées et les valeurs remarquables de ce tableau de variation.

— Il est clair que la courbe est définie sur ] —oo, —1[U] — 1,2[U]2, +oo[=D
— x et y sont des fractions rationnelles donc de classe C* sur D
. 20(r+ 1) (E—2)— 2 x (t=2+1+1) —1*—4r —t(t+4)
— VieD, x(pn-= = =
(t+1D2(t—2)? (t+1D2(t-2)? (t+1)%(r-2)?
donc x'(r) ale signe et les zéros de —t(t +4) soit: x'(f) =0 < t € {—4,0} et x'(£) >0 & 1 €] —4,0]
20(r+2)+ 12)(r+ 1) - t2(t+2)  t(2t2+5t+4
_ VieD, y’(t):( ( ) )( ) ( ): ( )
(t+1)? (t+1)?
Comme 212 +5t+4 >0 (A <0), y'(t) ale signe et les zéros de ¢ soit: y'(£) =0 t=0et y' () >0 t>0
8 -32 32 16
=—,x(0)=0,y(-4)=—7=—, y0)=0et y(2) = —
3x-6_ 9 (0) y(=4) 3 3y() y(2) 3
6. Justifier la nature du point singulier en utilisant un DL, de f

— On vérifie également les valeurs : x(—4) =

On réalise un DL3(0) de x et y :
e # 1 e e

P — t
_ —— S | P 14i4 2 __ itz
W=D T 2 T 1o 2( t+0+0(0)(1+5+ 5 +0(0) 2( 2+4f+0(”)
g 85 _ tz 1 3 3 4 3 _ 42 _ (43 2 2 _ 2 3 4 3
Ainsi : x(t)——E+Zt —531‘ +o(t’) et y(t)—t (t+2)><1+t—(t +2t )(1—t+t +0(t))—2t —rP+t7+o(r)

. (1Y B> #[(-9) (o)
aussi f(f) = — +—| 2 |+=— +

214 6 _6 41\ 24 0([3)

Ainsi, la premieére dérivée non nulle f”(0) = N ) aussi p = 2. La tangente a pour pente —4

£3)(0) est colinéaire a f”(0) mais £ (0) n’est pas colinéaire a f(0) donc g =4 :
il s’agit d'un point de rebroussement de premiere espece.
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