’ PT : Correction du TD n° 1 sur le chapitre IX‘
EXERCICE N° 2 \ Pour n € N*, on munit M, (R) de son produit scalaire canonique: (A, B) = tr(ATB)

1. Dans cette question, on suppose n = 2. On pose:

00 0 1 11
M=( o) ves(1 g Jerne= ()

a. Justifier que 2 = (M,M, M3) est une base de F = Ker tr.

On saitque F = { ( ccl d ) eEMoR) |a+d= 0} est caractérisé par I’équation linéaire a+d =0 danslabase
canonique de M (R) donc Ker tr est un hyperplan de M, (R): dimKer tr =dimM(R) —1 = 221

On vérifie que M, M, et M3 sont toutes de trace nulle donc (M, My, M3) est une famille de F.

La famille 28 est une famille libre puisque: ( y=0

+v=0
Y(o,B,Y) €R®,  aM; +PM,+yM;s =0y < g"‘é"‘Y:O ca=f=y=0

-Y

% est donc une famille libre de F

Alors: { Card(®8) = 3 = dimF

> \ 9B est une base de F\

b. Construire alors une base orthonormée de F en s’appuyant sur la base 2.
On applique le procédé de Gramm-Schmidt a 28. On rappelle que:

a b a b a b\
<(c d)’( o d,)>:aa’+bb'+cc’+dd’ et ||(C d)” — PP+ d?

On appellera (N;,N2,N3) la base orthonormée issue de I'orthonormalisation de 28 = (M, M2, M3).

0 0
e [M;ll=1d ot N1=M1=( 1 0)

10|

2 ot Uy = M, — p; (M3) avec p; (M) projection orthogonal de M, sur F; = Vect(M;) = Vect(N)

0 1 0 1
ou (N;) BON de F; donc: U2:M2—<M2,N1>N1:Mg—llez(0 0)3 Nz:(() O)

e N3= m ou Uz = M3 — p»(M3) avec p»(M3) projection orthogonal de M3 sur F» = Vect(M;,M>)
3

mais F» = Vect(N7,N5>) ou (N1,N>) BON de F, donc:

1 0 1 (1 0

11
c. Déterminer la projection orthogonale de M = ( 11 ) sur F puis la distance de M a F.

Méthode 1: Puisqu’on connait une BON (N, N, N3) de F, la projection orthogonale p(M) de M sur F est:
PM) = (M,Nl)Nl ar <M,N2)N2 ar <M,N3)N3 =1xN;+1xNy+0xNg3

z R A L . | a b A _ l-a 1-b
Méthode 2: A= pM) © AcFetM—-A=cF~ aussiavecA= ( c d ),M A= ( l—¢ 1-d
Sachant F = Ker (tr) = Vect(M;, M3, M3):

a b M-AM;)=0 1-¢c=0
A:(c d):p(M)ocHd:Oet M-AMp)=0 ©a+d=0et{ 1-b+1-c=0
M-AM3)=0 l-a+1-b+1-c—-(1-d)=0
c=1
©a+d:0et{ b=1 oc=b=1leta=d=0
a=d

Dans les deux cas, on trouve ‘P(M) =N;+Ny,=M,| aussii dM,F)=||M-PM)| =L = V2 =d(M,F)
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2. Dans cette question, on revient au cas général ot n € N* est quelconque.

a. Prouver que S, (R) et A, (R) sont des supplémentaires orthogonaux de M, (R).

Méthode: Comment montrer que F et G sont des supplémentaires orthogonaux dans (E, (D) ) 2

i) oncommence par vérifier que F et G sont des sev de E
ii) on vérifie ensuite que F L G car cela entraine F N G = {0} et donc le caractere directe de la somme.
iii) Pari) etii), on sait déja: F® G c E. Il s’agit donc:
soit de prouver: E c F+ G (par Analyse/Synthese) soit,si dimE < +oo0, d’établir dimF+dim G = dimE

e On sait déja que‘ S, (R) et A, (R) sont des sevde M, (R) ‘(c’est du cours)

 On vérifie que ces sev sont orthogonaux: soient S € S,;(R) et A € A, (R) alors ST=s et AT=-A

(S,A) =tr(STA) =tr(SA) mais (S,A) = (A,S) = tr(ATS) = tr(—AS) = —tr(AS) = —tr(SA)
aussi:  2(S,A) = tr(SA) + (-tr(SA)) = 0= (S,A) = 0. Ainsi, | S, (R) et A, (R) sont orthogonaux |.

Ainsi, puisque c’est sev sont orthogonaux, on a: ‘ S,(R)NA,LR) ={0,,} ‘ etonadéja:S,(R)&A,[R) cM,([R)

e Analyse: Pour toute matrice M de M, (R), on cherche S € S;(R) et A€ A, (R) avec:

S M +MT M- MT
M=S+AdouM" =S —Aeton trouve alors S = etA= 7
. M+M! M-MT M+M! T M-M"
Synthése: Pour M e M,,(R): M= ; + ; etS = €S,([R)carS" =§,A= eA,[R)

car AT = —A aussiM € S, (R)®A,[R).Ainsi: M,(R)cS,(R)oA,[R) cM,([R) soit ‘Sn(ﬂ%) ®A;[R) =M, (R) ‘

1 “1
Rappels PTSI | dim$ , (R) = ”("; ) et dimA,®) = ”("2 ) donc|dim$,, (R) + dimA,[®) = 2 = dimM,(®) |

Si (E;j)1<i,j<n estla base canonique de M, (R),
S = (sij)1<i, j<n Une matrice symétrique, A = (@;j)1<j, j<n €St une matrice antisymétrique alors:

n
S = ZsiiEii + Z Sij(Eij+Eji) et A= \(3_/ + Z aij(Eij_Eji)
i=1 lsi<jsn coefficient diagonaux nuls lsi<j<n
e N ~— _ & “ ~= ”
coefficient diagonaux Sji = Sij aji = —aij

S (R) est engendré par {E i liell, n} u {E ijtEjill<i<js< n} qui est clairement libre (il suffit d’écrire la définition)
nn-1) n(n+1)
22

donc on a une base de S;(R) et: dimS,(R) = n +

nn-1
(il faut connaitre les n coefficients sur la diagonale et ceux au dessus de la diagonale soit 1 +2+---+(n—1) = { ))
nn-1
A, (R) engendré par {Eij -Ejill<i<j< n} libre donc on a une base de A, (R) et: dim A, (R) = ( )
n(n-

1
(ily a des zéros sur la diagonale et il suffit de connaitre ceux au dessus de la diagonale soit 1+2+:--+(n—1) = ) coefficients)

b. Pour M e M, (R), préciser le projeté orthogonale P(M) de M sur S, (R) et d(M, S ,(R)) en fonction de M.

L MT +M .y
Par définition, S = =P (M) est le projeté orthogonale de M sur S, (R).
, M-MT M+MT
Aussi: dM,S,;(R)) = ||IM-S| = > =dM,S,([R)) [et| P(M) = 2

n
c. Application: SiM = Z E;1 ol (E;j)1<i,j<n estla base canonique de M, (R), préciser d(M, S, (R))
i=1

Rappel: Dans M, (R), si A = (@ij)i<i,j<n €t B =(aij)1<i j<n alors

(AB) =trA"B)= ) a;b;; dou lAl= | Y aj
1<i,jsn 1<i,jsn

M a une premiére colonne de 1 et des zéros ailleurs. M' a donc une ligne de 1 et des zéros ailleurs.
M -MT a donc une premiére colonne de let une premiére ligne de —1 sauf le coefficient (1,1) qui vaut 0 et 0

2
ailleurs. I1y a 2(n — 1) coefficients de carrés 1 aussi [M—M"| = /2(rn—1) puis|d(M,S,,([R)) = % Vn-1
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] EXERCICE N° 3 \ Dans R”, déterminer la distance du vecteur x = (1,0,0,...,0) aH = {(x1,..., x,) | x1 — x, = 0}

On travaille dans I'espace euclidien R” munit du produit scalaire usuel.
H est caractérisée dans R” par une équation linéaire x; + x, =0 non triviale ol (x,..., X;;) sont les coordonnées
dans la base canonique. On peut donc conclure que H est un hyperplan de R” autrement dit que dimH=n-1

Onsaitque d(x,H) =[lx—p(x)| ou p(x) estla projection orthogonale de x sur H. On détermine donc p(x).

Rédaction n° 1

Onsaitque p(x)=x—q(x) oi1g(x) estla projection orthogonale de x sur H*.

Or, H* est un sev de dimension 1 (dimH* = dimR” —dimH = n— (n—1) = 1) et, puisqu’on connait une équation de
H dans la base canonique qui est une base orthonormée pour le produit scalaire usuel de R” :

H= {(xl, X)X =X, = 0} = {7 eRYX.U= O} ou u = (1,0,...,0,—1) soit H= Vect(#)* et donc H* = Vect(u)

— 1 N
Une base orthonormée de H' est: ¢; = 4 =—
lull V2 ) )

Le projeté orthogonal de x sur H' estdonc ¢(x) = (¥.€1)g; = E(x.TZ)TZ = ETI =x—p(x)

: ) 1, V2
Enfin, la distance cherchée est d(x,H) = |[x — p(x) || = |g(x) |l = 5” ull = =

, . . L. . yeF (1)

Rédaction n®°2 On utilise la caractérisation du projeté orthogonal : y = (yy,...,¥,) = p(x) © X—yeFt @

(1) © y1+y, =0 puisqu’on connait une équation de I'hyperplan Het: dimH* =dimR"”-dimH=n-(n-1)=1
or H={(x1,.., %) | 51+ X = 0} = {31, %) | (61,5 %), (1,0, 0,1)) = 0} = Vect((1,0,....,0, ) *

aussi H' =Vect((1,0,...,0,1)) de sorte que
(2) ¢ daeR, x-y=«a(l,0,...,0,1) © JxeR, y=x-a(1,0,...,0,1) =1 -«,0,...,—a)

1 1 1
Ainsi:yzp(x)@{ 8; < JaeR, y=1-a,0,...,—a) et l-a-a=0 donnant(x:Eetp(x):y:(i,o...,o,—i)
: : .y 1 | —7 1 V2
Fin du calcul en connaissant le projeté p(x) : d(x,H) = |x—p) I =1(5,0,...,0,5) | =/ + 7 = 7 -y

Rédaction n°3 On détermine une base de H en choisissant n — 1 vecteurs de H linéairement indépendant : les
vecteurs u; =(1,0,...,0,—-1) et,pourie[2,n—-1], wu;=(0,...,0,1,0,...,0) avecunseul1en i éme position
sont tous dans H car vérifiant I'équation x; + x,, = 0 et on peut vérifier que (uy, ..., u,—1) est libre car

= (0 (ler composante)

02 = 0 (2éme composante)
Y(ag,...,0n-1) €R", Y ou; =(0,...,0) © 4 S =0y=: =01 =0
= 0;-1 =0 ((n-1) éme composante)
—a1 = 0 (n éme composante)

Card(uy,...,uy—1) =n—-1=dimH
Ainsi:{ ard(un, ..., Un-1) =1 m < (uy,...,Uy—1) est une base de H

(Uq,...,uy—1) estlibre

H (1
On utilise alors la caractérisation de la projection orthogonale: y= p(x) < { z E ye I({L) © avec:
M) < 3, ...,0-) ER™L y=3 aju; = (a,0,...,a,-1,—01) desorteque x—y=(1-a,—0,...,—0p-1,01)
(x—=y,u1)=0 l-07)—a;=0
(x—=y,u2)=0 —az =0 1 1 1
2) & : & : @alzi, 0y =---=0,_1=0 donc p(x):(E,O...,O,—E)
(X=y,un-1)=0 —0p-1=0

Rédaction n°4 Comme avant, on choisit n — 1 vecteurs (uy,..., U,—1) dans H sauf qu'on remarque que (u,-, u j> =0
sii# jautrementdit (u1,...,u,—1) est une famille orthogonale (donc libre) de n—1 vecteurs de H avec dimH = n—1
aussi (u1,..., Uy—1) est une base orthogonale de H. Il est donc tres facile d’obtenir une base orthonormée de H :

U
) = (— Up,..., un_l) est une BON de H
1<isn-1

.
1
«zxﬁ”

Il

(i
Alors : p(x):< ”1>\/—1_ ilwu,

,—1):(%,0...,0,—%)
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