CHAPITRE VIII FONCTIONS DE DEUX OU TROIS VARIABLES

’ PT : Correction du TD n° 1 sur le chapitre VIII
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] EXERCICE N° 1 \ Soit la fonction f définie sur R? par  f(x,y) = (x° + xy)sin p six#0

sinon

1. Justifier la continuité de f sur R?. (Question qui nest pas un attendu du programme)

e Utilisation des théoremes usuels

[(x,y) — x] est continue sur R* (projection) d’oti, par quotient, [(x,y) — %] est continue sur R* x R (plan privé
de I'axe des ordonnées) ou x # 0. En composant avec le sinus qui est continue sur R, on obtient [(x, y) — sin %]
continue sur R* x R. Enfin, par produit avec la fonction polynémiale [(x, y) — X2+ x y1, on conclut que f est
continue sur R* x R par les théorémes usuels.

« Etude ponstuelle en (0, yo) ol y, € R Il s’agit de montrer que :

(x, y)h—% yo)f(x A= f(OyJ/O) ° (h, kl)ln%OO f(h Yo )= f(O Yo) < |f(h Yo 9= f(O J/O)| (h,k)—(0,0)

Or: | f(h, yo + k) — (O, yo)| = (h2+h(y0+k)smE’ <Ihllh+yo-+ kI - 0

h,k)—(0,0)
2. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) et les déterminer.
On utilise un taux d’accroissement puisqu’il s’agit d’étudier I'existence des dérivées ponctuellement en (0,0) :
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Ainsi, f admet des dérivées partielles en (0,0) et : G_f (0,00=0= a—f(O, 0)
X y
3. Soit yy #0, f admet-elle une dérivée partielle suivant x en (0, yp) ?

On étudie la limite du taux d’accroissement :
fyo) = f0,y0)  (h*+hyg)sing, —0

A(h) = =

| h h

Avec h;, = S alors A(h;) =0 — 0 Avec h;, =

— heinl 01
= hsiny + ypsin

1
alors A(h,) = x 1
Z+2nm (Ftn) Z+2nm

Aussi, le taux d’accroissement n’a pas de limite et la dérivée partielle suivant x en (0, yp) n’existe pas.

tV—— Yo #0
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] EXERCICE N° 1.5 \ Etudier I'existence des dérivées partielles de f lorsque f(x,y) ={ x4+ y2 2 si(x,y) #(0,0)
0si(x,y)=(0,0)
Donner un équivalent lorsque x = 0 de f(x, x?). Que peut-on conclure pour la fonction f?

e Par les théoremes usuels, f est C! sur R? —{(0,0)} : c’est un quotient de deux fonctions polyndémiale sur R? avec

0 0
x*+ y? # 0. Les dérivées partielles é et a—]; existent donc sur R? — {(0,0)}

o [l reste a étudier 'existence des deux dérivées partielles en (0,0). On utilise des taux d’accroissements :
IS

f(t,O)_f(0,0) _ [4 _ 1

0
—— +oo donc a—f(O 0) n’existe pas.
X

t ot T2 —0
t
0,H)— (0,00 2= 0 .
f0.9-70,0 =2 -1— +oodonc —f(0,0) existe et vaut 1
t t t—0 dy
f(x,x?) i i ! +oo (et pas f(0,0)!) donc f n’est pas continue en (0, 0)
(] y =~y = — —> (0,0]
2xt % 2x4 T 2x x0 . .
On pouvait aussi utiliser une autre direction pour nier la continuité : f(x,0) = — —0> +00
X—
Par contre, il y a continuité dans la direction de ’axe des ordonnées f(0,y) =y — 0= f(0,0) etaussidansla
y—>
direction de | iere bissectrice £ (x, x) 2l 0
irection de la premiere bissectrice X, X)=—F——~0—5 =2X —
P xi+x2 0 x2 x—0
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