PT : Correction du TD n° 1 sur le chapitre VII ‘

EXERCICE N° 1| Etablir la nature des intégrales suivantes :

1 +00 too oo
I1:f ch(t) —cos(t) Ig:f (Vite-iar 13:f dr 14:f In(1+1)
0 t 1 A i

rnt t(1+1?)
Indication pour 1y : Vérifier queln(1+t) < t pour t>0

3
2

ch(#) —cos(?) 0 . : : o .
o |f:t— —————|estC"sur]0,1] ou ¢ >0 etil y a une singularité en 0 mais :
t2
t* 2 t* 2 2 2 2 1
ch(t)—cost = 1+5+OO(” - 1—3+00(t) ="+ 09(t°) ~o t°= f(1) ~0 —
{2
1
[~ 071>
1dg r2 = |1 = f f(©)dt converge | par critere d’équivalence
— converge L
0 2

o [f: t»—>v1+t2—t] est C° sur[1,+oo[oi11+t2>Oetilyaunesingularitéen +00:
1

5 1 1 1 1 1
f(t)=|t|(1+%)2—t—t>ot(l+ +0+oo( ))_t:_+0+oo(_)~+oo_
t 2¢2 2 2t t 2t

+OOd

1 +00
f~ o >0 et f o diverge = | I = f f(©)dt diverge | par critere d’équivalence
1 1

. 1 1
* Soit f avec f (1) = It~ SInnanD

Il y a deux singularités 0 et +co qu’'on étudie séparément :
En 0 : on essaye de prolonger par continuité : —(nt)? — e ltir% f(t) = 0 et donc on peut prolonger par
e i -

2 q . N
= e~"D” qussi f est continue sur ]0, +oo[ oill £ > 0

continuité par f(0) = 0. L'intégrale est faussement généralisée en 0.

En+oo:sit>e2:lnt>2:>(lnt)2>2(lnt):—(lnt)2<—2(lnt):0sf(t)<e_2h”:?

+00 d
Or, f ) converge (Riemann en +oo avec a = 2 > 1) donc, par majoration, K3 = f f(6)dt converge.
e? 2

&2 +00
Alors, J3 = f f(r)dt converge et K3 converge donc| I3 =J3+ K3 = f f(t)dt converge
0 0

In(1+ 1)

o|fit— —s
[f t(1+ 12)
Il y a deux singularités 0 et +oco qu’'on étudie separément

est COsur]0,+oo[ou1+¢>0,r#0etl+12#0

En 0 : on essaye de prolonger par continuité :  f(f) ~g —1 ~o 1 donc hm f (£) =1 et f se prolonge par continuité

en 0 avec f(0) = 1 donc l'intégrale est faussement généraliséeen O et : ], = f f(t)dt converge
0

En +o0: ‘ Avecindication : Vérifier queln(1+ 1) <tsit=0 ‘

1 —
On introduit [¢: t+— In(1+¢) —¢] alors @ est dérivable sur [0, +oo[ et : ¢'(f) = e 1= T < 0 donc ¢ est
décroissante sur [0,+oo[etdonc: V=0, () <@0) ©In(1+)-t<0oIn(l+1) <t
Déslors:Ve=1, 0< f(f)< t 1 uisque #(1+ %) >0 orfJroo —[Arctant]+°°—n x_I
T T Sta+?) 1+ PO 1 1+2 L "2 4 14

+oo
est une intégrale classique convergente donc, par majoration, on peut conclure que K4 = f f(t)dt converge.
1

Finalement: I;= f f(n)dt =]J4 + K, est une intégrale convergente.
0

1
Inf1+—
! )
OU BIEN sans indication: In(1+¢) =In(¢#)+In|1+ —) =In(¢) + 0(1n(t)) puisque Tt)t = ln(l +% — 0
Int +oo *tnt ‘ ’
aussi (1) ~+00 e >0 donc f f(ndtet f th ont la méme nature. -0 -0
1

. Int 1 toodg t®Int i 2
Mais: 0 < o 0 7z et 2 converge donc th converge et par suite : K4 = f(6)dt converge.
1 1 1
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(Poseru=vel+1)

+
EXERCICE N° 2| Justifier I'existence et calculer les intégrales : 1= f — et J= f
o) Ch Vel +1

PourI: est C¥ sur R (car ch ¢ > 0) et elle est paire :

1
Tt —
) cht

I ala méme nature que J= f o et [ = 2] si ces intégrales sont convergentes
0 C

2
Pour J, il reste une singularité a étudier en +0o:  f() ~400 — =2€7" et 2¢7" > 0 sur [0, +oof
e
+00

donc (critere d’équivalence) : J et f 2¢~'dt ont la méme nature.
0

+00 +00
Or, on reconnait une intégrale de référence : f 2 'dr=2 f e~ 'dt converge car 1 > 0.
0 0

Y=4(5-3)=[n=1

+00 2 +00 zet
Ainsi, ] et convergentet: [ =21 = 2[ - dt= 2[ ———dt=2 [ arctan(e
0

0o el+et (eh)?+1 2 4
1 e'dt +00 +00

Pour]:[f:t»—» estcosur[0,+oo[.0npose:u:\/et+1, dy=—, u
St Vel t1 2vel+ 1 0 V2

[(p tt— Vel + 1] est C! et strictement croissante (composées de deux fonctions croissantes donc elle réalise une
bijection de [0, +oo[ dans [V/2, +00l.
Par changement de variables les intégrales sont de méme nature et sous réserve de convergence :

+o<>2 tdl‘ +00 2
e [
vel+1 Jvz ur-1

A 2 Al ] 1 A-
Or:f du:f ( - du=[nlu-1-Inju+1]*.= In— —In(v2-1)+In(1 +v2)
vz uz—1 vlu—-1 u+1 v2 A+1
. In1=0

2In(1 +Vv2) =

Aussi, les deux intégrales converges et: ] = In (

v2-1) \(vV2?-1

1
t*arctan(r)dt et J() :f
1

1+f) ((1+f)2)

+o0 grctan ¢

P dr.

| EXERCICE N° 3| Soient (a;B) € R%. On pose I(a) = f
0

1. Etudier la convergence de I(a) et J() suivant les valeurs de a et 3.

Attention !« et sont des réels quelconques (pas forcément entier) donc t* = e** |

1
@) ~ 1% = — L dt
o [f:t— t*arctant] estC%sur]0,1]et: 1 t = I(x) etf —— ont méme nature
- >0sur]0,1] 0t

o
Or, on reconnait une intégrale de Riemann en 0 donc:

I(a) converge < f 7 converge & —a—1<1<o ‘ a> -2 [(a) converge‘

arctan ¢ 8() ~+o0 55 T [todr
. [g:t»—» est CO sur [1,+oo[ car tf’:ef’lnt;éOet: T 2P = J(P) et—f —
tP ﬁ>03ur[l,+oo[ 21 P
Or, on reconnait une intégrale de Riemann en +oo aussi: ont méme nature
J(B) converge < f ﬁconverge Sp>1
1
2. Calculer I(0) et I(1).
Par intégration par parties notée IPP (menée sur le segment [0, 1]):
— ! —
ulf) =arctant  u(f) = 1+2 ouuetwvdeclasse C! sur[0,1]
V=1 v@)=t
: g n 11 2t 1 L In InE
I(O):f arctantdt:[tarctant](l)—f dr= ———f t=——|=InQ+»)| = ——L—I(O)
0 0o 1+12 4 2Jo 1+¢2 4 |2 o |4 2
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u(t) =arctant u'(t) =
Par IPP(menée sur le segment [0, 1]): (1) (0 1+2 olbuetvdeclasse C! sur[0,1]

v’(t)—t v =5
! fl 2 _ f (P+D-1,
o Jo 2(1+t2) S 1+2 _8

3. Pour quelles valeurs de o I'expression I(a) + J (o + 2) est-elle définie ?

2

t 1
—arctant
2

I(1) = 1(t—arctan 1) =1(1)

0

DN | =~

| =
|

Dans ce cas, calculer I(a) + J (a + 2) (utiliser un changement de variable). En déduire J(2) et J(3).

Le sujet est "mal posé": doit-on étudier le cas de deux intégrales divergentes ? A priori non...si on se réfere au cours
out une somme de deux intégrales convergent si les deux intégrales convergent en méme temps

Avecla question 1:  I(a) +J(at +2) est définie < I() Cvet J(a+2) CV & (@>—2eta+2>1) o |a> 1]

Il va falloir réunir les intégrales en une seule. On a deux résultats qui peuvent faire cela: la relation de Chasles si
les intégrandes sont les mémes ou la linéarité si les domaines d'intégration sont les mémes. Lindication donnée
(changement de variable), nous pousse donc a utiliser un changement de variable qui transforme]0,1] en [1, +o0o

0 +00

1’ 1

La fonction ¢ est Q , strictement décroissante sur ]0, 1] donc bijective de ]0, 1] dans [1, +oo[

Le changement de variable est donc possible et la convergence assurée puisque 'intégrale I(a) converge.

1 du +00 Arctan %
fl uo+2

t

1
Onpose t = — =@(u) dans I(a): dr= ——
u u

1
Alors: I(a) :f t*arctan tdt:f du
0

+oo

u arctan( ) >
u)—u

La variable d’intégration est une variable "muette" autrement dit son nom na pas d’importance:
+oo +oo +oo

fnde = fx)dx = fwdu=...
1 1

On peut utiliser une lettre quelconque (sauf celle qui ont un sens précis: e, m ou le parametre « par exemple ici)

Par linéarité de I'intégrale (toutes les intégrales convergent):

+00 Arctan%+Arctanu 1 rt° du , T
I(a) + J(ax+2) :fl o+2 dt:Efl o car Vu>0, Arctanu+Arctana :E
—q—1 71t0o0 p=
Ainsi, pour touta>1: I(a) +J(a+2) = — =) =I(a) +J(ax+2) |
p @@+ =5 || =|3pp - 1@+@+2)

Certaines relations classiques sont a connaitre avec leurs démonstrations (qui consistent a mener une étude de
fonction). Les plus fréquentes sont:

o Vxe[-1,1], Arcsin(x) + Arccos(x) = —

Démo:on introduit une fonction ¢ d'expression du ler membre, continue sur [—1,1], dérivable sur]—1, 1[ et qui sera constante
(car de dérivée nulle) égale a ¢(0)

1 = . . 1 b4
o | Vx>0 Arctanx + Arctan— = ) et, par imparite: |Vx <0 Arctanx+ Arctan— = —3

X X
Démo: on introduit une fonction ¢ d’expression du ler membre, dérivable sur]0, +oo[ qui sera constante (car de dérivée nulle)
égalea (1)

Vx=0,In(1+ x) sx‘ou"v’xzo, sinxsx‘
Démo: on introduit une fonction ¢ d'expression la différence des 2 membres qui sera décroissante(car de dérivée négative)
donc ¢(x) < ¢(0)

In(2) 514 1
+——=J(2)| et HS)ZZ—I(D: §=](3)-

On en déduit alors facilement que J(2) = g -1(0) = z

ol
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