’ PT : TD n°1 sur chapitre III (étude de séries a termes positifs)

EXEMPLE2 LE1),LE2)ETLE3) ‘

1
1. Nature delasérie ) u,ottu,=———""—
2 in 0% tn e +(-1)"y/n
On cherche un équivalent de u, pour éliminer la DVG et obtenir le signe lorsque 7 est grand.
. . (-1"V/n 1
Par croissance comparée: (—1)"\/n=o(e") car —\/_ =nze " 0
el n—+oo
1
Alors: uUp;=——~— et —>0 donc, par critére d’équivalence, ) u, et Z —- ont la méme nature.
e"+o(e") Ten
1
Or, Z ==y ( ) est une série géométrique de raison g = — avec |g| < 1 donc elle converge.
e
Ainsi, | la série ) up ot u ! converge
) S —— Vi
" " ent (—1)"/n 5
2. Nature de la série ) _ u, ot cos ch !
. ur ri Up ol U, =cos— —ch—
\/— NG

On cherche un équivalent de u;, pour éliminer la DVG et obtenir le signe lorsque n est grand.
2 2

- X 5 X 9 1
Pour cela, on utilise desDL,(0): cosx=1—-—+o0(x°) et chx=1+—+o0(x°) avecx=— ——0
2 2 \/ﬁ n—+00

wiors: =15 (2] oG- (13 () oG )= oli) -
ors: up=1--|— o|l=1|- i P ol=ll===+0l=|~==
" 2\vn n 2\vn n n n n
1 1 1
Alors: u,~—-—— et —— <0 dong, par critere d’équivalence, les séries ) u;, etZ(——) sont de méme nature.
n n n

1 1
Or ) ——) = —) — est une série de Riemann avec a = 1 < 1 donc qui est divergente.
n n

. . 1 1
Ainsi,| la série Z Up ol U, = cos — — ch — diverge

vn o Vn

1

1
n1+;

On cherche un équivalent de u,, pour éliminer la DVG et obtenir le signe lorsque n est grand.
On repére une puissance du type b oit la base by, et l'exposant a, bouge en méme temps avec n : on sait qu'il faut alors passer
en écriture exponentielle:  by" = exp (an Inb,)

Ona: nl'*u =exp((1+ l)lnn) = elnnpt

3. Nature de Z U, oll U, =

e 1+1 Inn 1 1
Or: — —— 0 (par croissance comparée) donc e n ———let,parsuite: n n~eMxl=n=>u,= _~ =
n n—+oo n—+oo n1+ﬁ n
1
U,~—>0
Alors : 1 =Y u, DV
)" — DV car de Riemann aveca =11
n
+00 1 e}’l—].
EXEMPLE 3 |Justifier |’existence et calculer la somme Z U, ol U, = 5 + .
=1 n“+3n+2 37t
o1
On et tn = vt 00 Un = g O 1
o U, = Tranal a2 et — >0 donc, par équivalence, ) v, de méme nature que Z qu1 CV car de Riemann aveca =2 > 1
n n
g7 e\n L . e
* Wn= 7 3. x (—) est une série géométrique de raison g = 8 avec|q| <1 (e=2,7) donc ) w, CV
e

+00 +00o +00
Ainsi, puisque u, = v, + wy, alors par somme de séries convergentes, |} u, CV| et Z Up = Z Un + Z Wy
n=1 n=1 n=1

1 &e\n 1 e 1 1
Calcul de la somme : an— (—) =—X—x—Fp=——
1 3e,,1\3 3e 3 1—= 33—-e)
3
1 1 1 1 A ; , too 1 1
Et: v,= = = - et on reconnait une somme télescopique donc : Z vVp=——-0==
n?+3n+1 (n+2)(n+1) n+l n+2 =l 1+1 2
+00 1 1
Ainsi : Zun=—+
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’ PT : TD n°1 sur chapitre III (étude de séries a termes positifs) | (niveau 2)

EXERCICE N° 1
| |

+00 2n
1. Justifier I'existence de ) u, ol u, = Arctan ————
=0 n*+nc+2
Arctanx ~p x o 2
Ona: 2n 2n 2 = Up~ 55~ 3>0 (Attention alarédaction!)
n*+n“+2 n

X=———~—
n*+n?+2 n* nd n—+oeo

Par critere d’équivalence, on sait que ) u#, ala méme nature que }_ =
n

2 +00
Or: ) — CV (Riemann avec a = 3) donc| ) _ u, converge et ), i, existe
n n=0
X-y
2. Prouver que, pour x > 0 et y > 0 alors : Arctan x — Arctan y = Arctan =
Xy

T . . . :
On rappelle que Arctan est C° sur R a valeurs dans ] 5 [, qu’elle est impaire et strictement croissante sur R.

T T
On rappelle aussi que tan(Arctan x) = x pour tout x réel mais que Arctan(tan x) ne vaut x que si x € ] 23l
x f—
On introduit ‘ A = Arctan x — Arctan y ‘ et |B=Arctan o 14
Xy
Ces deux réels existent pour x > 0 et y > 0 car Arctan définie sur Ret 1 + xy > 1 donc non nul.
T T
On saitaussique: Be ] ~3'2 [ etque:

Tt U U U T T
x>0ety>0:>Arctanx€]0,E[ etArctanye]0,5[3Arctanx€]O,E[et—Arctanye]—z,O[ :>A€]_§’§[

q t. +tanb
Le calcul de tan A et tanB est donc possible et on a : Rappel : tan(a + b) = Janariany
1-tanatanb

tan(Arctan x) — tan(Arctan y) _Xx-y

tanA = tanB

~ 1+tan(Arctanx)tan(Arctany) 1+ xy
. . N mm e . P .
or la restriction de la fonctiontan a ] 5 [ est bijective aussi on a nécessairement

Attention! Largument de bijectivité est essentiel

T 51t . T 5m
Par exemple: tan— =tan— =1 mais — # —...
4 4 4 4

L R . L n T 5
Une égalitétan A = tan B aboutit a A = B seulement si A et B sont dans un mé me intervalle du type ] —5 + km, 5 +kn|onke”Z

sur lequel la restriction de tangente réalise bien une bijection.

3. Développer (n>+n+1)(n’>-n+1) et (n+1)?>-(n+1)+1

(n2+n+1)(n2—n+1)=n4—n3+n2+n3—n2+n+n2—n+1= n4+n2+1=(n2+n+1)(n2—n+1)‘

et(m+ 12—+ +1=n?+2n+1-n-1+1=nP+n+l1=m+1)*>-+1+1

+00
4. Calculer alors Z Uy
n=0

Onremarque que: 2n= (n2 +n+1)— (n2 —n+1) et avecce quiprécede: 1+ (n2 +n+ 1)(n2 —n+1l)= n*+n%+2
(M?+n+1)—(n?>-n+1)
n2+n+1)(n2-n+1) )
Alors, en utilisant la question 2, avec x = n“+n+1>0et Y= n -n+1>0(A<0),ona:
un = Arctan(n® + n+ 1) — Arctan(n® — n+ 1) = Arctan ((n+ 1) - (n+ 1) + 1) — Arctan(n® - n+ 1)
autrementdit: u, =v,+1 -V, oU v,=Arctan(n®—n+1) aussion reconnaitune somme télescopique et

Aussi: u, = Arctan

+00 . T T o1e o1 +00
Zunz lim vn—voz——ArCtanlz———=—:Zun
n=0 n—+oo 2 2 4 4 n=0
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EXERCICEN®3 LE1)ETLE2) ‘

+00 1
1) Justifier I'existence et calculer Z Uy ol Uy, = ———
- 4n2 -1
n=0
1 1 1
Uy ~ ) et — 4 > 0 aussi, par critére équivalence, ) u#, de méme nature que Z ) qui CV (Riemann avec a = 2 > 1) donc
n n?
. 1 1 1 1 1 b
Y u, CVet Z un existe L De plus: u, = =— ( - ) en écrivant =2 1 (faire)
n=0 2n+1)2n-1) 2\2n-1 2n+1 @2n+1)@2n-1) 2n-1 2+1
1 +00 1 +00
Aussi: u, = a, — ap+1 ol a, = —— et on reconnait une somme télescopique : Up=ap— lim u,=|--= u
n n n+1 n 20n-1 p1q r;o n 0~ Am Un 2 ,;o n
, . s . 1 1 2
2) Justifier I'existence et calculer Z U, ol U, = + -
=0 n+l n+2 n+3
m+2)(n+3)+(n+1)(n+3)-2n+1)(n+2) 5n+4n—-2x3n 3n 3 3 L. .
Up = ~ ~—F ~— et — >0dongc, par équivalence, " u, ala méme na-
(n+1)(n+2)(n+3) ns nd n? n2
+o00o
ture que Z Z 5 qui est une série de Riemann avec a = 2> 1 donc qui converge aussi| Y u, CV et Y uy existe |
n? n=0
. 1 1 1 1 o1 1 , 5 .
Attention : u, = - + - mais - n'est pas télescopique!
n+l n+3 n+2 n+3 n+l n+3
sy N1 1 2 N1 X N1
On sait que : up,= lim Syou: Sy= + - = + -2
d ,;0 "7 Netoo N N ,;O(n+1 n+2 n+3) ng’on+1 ,;On+2 ,;Omg

Calculons la somme partielle d’ordre N en utilisant des changements d’indice : on pose k = n + 1 dans la premiére somme, k = n +2 dans
la seconde et k = n + 3 dans la troisieme.
N+1 N+271  N+3]

Sn = Z =4F Z ==2 Z et on repere une partie commune dans ces sommes (pour k € [3,N +1]) qu’on isole
=k
1 N+1 1 l N+ 1 1 N+1 1 1
- Z —+= -t — —+ +——| les termes avec des symboles ) _ se simplifient
1 = k 2 =5 k N+2 sk N+2 N+3

Sn=2 L 2 2 desorte que f lim Sy=2

= = = Uy = 1 =
N N+2 N+3 N-+oo E — T N—troo

EXEMPLE 2 LE4) ETLED5) ‘

2
n“+n+1
4) Naturede ) u, ou u, =In —)

n2+n-1

On cherche un équivalent de u, pour préciser le signe et éliminer une divergence grossiére. Attention a ne pas faire de composition
d'équivalent : a, ~ b, n'entraine pasln a, ~Inb,, ! On cherche un équivalent usuel enIn(1 + x)

(n’+n-1)+2 2 2 2 2
Up,=In|——|=In|1+ 2 ~ ~— aveclnl+x)~pxetx=——— —0
n“+n-1

n2+n-1 n2+n-1 n? n2+n—1 n—+oo

On peut conclure par critére d’équivalence : Z o 1 1 =

— =2) — CVcar Riemannaveca=2>1
2

3
1 —n
5) Naturede Y u, ou u, = (Ch—)
n
On cherche un équivalent de u,, pour préciser le signe et éliminer une divergence grossiere.
1
On identifie une puissance by" qu'on écrit sous forme exponentielle : exp(a,Inb,) Ona:u, =exp (—n3 In ( ch —))
n
On utilise des DL pour préciser I'expression a l'intérieur de 'exponentielle : chx =1+ 0 +o(x®) avec x= — —— 0

n n—-+oo

ln(chl)—ln(1+i+o(1))—i+o(i) L carIn(1 + x) xavecx—i+o(i) 0
2n? n2))  2n? n?) 2n? T 2n? n?

n—+oo

Alors: Inu,=-n3 ln(ch 1) ~— ——— —00> U, =Pt 0 ce qui élimine la divergence grossiére.

2 n—+oo n—+oo

: )) hx=1 a +0(x%) (parité)
— car cnx=1——+o0X arite
nsd 2 p

1 1
On doit étre plus précis pour obtenir I'équivalent: In ( ch ;) =In (1 + Iz +0

Alors: Inu,= —nsln(ch%) = —g +0(1) puis: u,=entn = (% oW - %)n x1
Up ~ (%)n >0
Finalement: Z (L)n CV car géométrique avec0 < — <1 ”
Ve Ve
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