’ PT : Correction TD n° 1 sur le chapitre X‘

EXERCICE N° 1| Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres

1
1)2%23" Z)ann”z” 3)ZCh(5n) 2n+1 4)2Arccos(1—#)z”
’n

2" si n est pair
n . _ n o . ]
5) Z a,x" ouay,= { 3" si 1 est impair 6) Y a,z" ou a, estla nieme décimale de
@Bn)! 5, o R ,
1. Onpose u, = )7 z>" et on utilise la regle de d’Alembert. Pour z # 0 :
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Si|z| < 3© 27|z)® < 1, 1a série CVA donc R = 3 Si|z| > 3® 27|z)® > 1, 1a série DVG donc R < 3 Ainsi:|R= 3
2. On pose u;, = n" "z et on utilise la regle de d’Alembert. Pour z#0:
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Par suite : | | ”+|1| — |z| do1 CVAsi|z| <1 (doncR=1) et DVGsi|z| > 1 (donc R < 1). Aussi
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3. Notons a; = T 7= donc ) a,z et) 2e ont le méme rayon de convergence.
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On pose u, =2e et on utilise la regle de d’Alembert. Pour z #0: = a3 X Taar =€l
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Si|z| < e‘% alors CVAd'ouR = e‘%. Si|z| > e_% alors DVGd'ou R < e‘%.Aussi IR= e_%
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Aussi: a, ~ — = ap ~ — et} a,z" et} —z" ontle méme rayon de convergence qui est le méme que celui de
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la série ) n—z =2 2) 7" soit|R car on reconnait la série géométrique

5. Etudions les séries ) ar,x*" ety appe1x°"*!
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Si|x| < 5, Z as, x°" et Z Apps1 X2 convergent toutes les deux donc }_ a,x" converge aussi et alors R = =

En effet, la somme partielle Sy de ) a,x" est la somme d'une somme partielle de Zaz,lxzn et dune somme
partielle de Z Apps1 X2 qui admettent toutes les deux une limites donc la suite (Sy) admet bien une limite.
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Si - 3 <|x|<= Z Ao+ 1x2”+1 diverge grossierement donc (a,x") ne peut pas tendre vers 0 (puisqu’il y a une suite

1
extraite qui ne tend pas vers 0) et donc Z anx" diverge grossierement entrainant R < 5 Ainsi:|R = 5

6. Ona: ay€[0,9] donc: |a,z"| <9|z|" or }_9z" a pour rayon de convergence 1 aussi, par comparaison : R =1

De plus, pour z = 1, la série }_ a, diverge grossierement car sinon la suite d’entiers (a;,), si elle tend vers 0, elle
est forcément stationnaire a 0 ce qui conduirait a m € Q (développement décimale avec un nombre finie de
décimale)! Ainsi : R > 1 mais puisqu’on avait déja I'autre inégalité, on a
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