’ PT:TDn°1 sur  Chap 0: Révision d’algebre linéaire ‘

] EXEMPLE N° 1 \ Dans chaque cas, prouver que F est un espace vectoriel dont on précisera la dimension.

a) F={(s,t+s2t-9)|(t,5) eR?}
DansR®: F={s(1,1,-1)+2(0,1,2) | (¢, s) € R*} = Vect((1,1,-1),(0,1,2))
—— —

=Uu =V
Les vecteurs u et v étant non colinéaires, ils sont linéairement indépendant.

Ainsi, (i, v) est une base de F et dimF = 2

DansK4:(x,y,z,t)€F(:>{ 2x—y+2z—-1t=0 @{ 2x—y-2x-2y—t=0

X+y+z=0 zZ=—Xx—-Y
@{ t=-3y
Z2=—X-Yy
< (x,y,Z, t) = (X,yy—x—y,—?)J/) :XSI,O,—1,01+y£0»1,—1»—31

=Uu =V
< (x,y,%2,1t) € Vect(u, v)

Ainsi: F = Vect(u, v) or u et v sont non colinéaires donc (u, v) est libre
Finalement,(u, v) est une base de F et dimF =2

o) F={(a+V)X*+ (a+P)X+P-yl(p,Y) eC3}
On travaille dans le C vectoriel ambiant C[X]. Soit P € C[X] :
PeF o 3(a,B,Y) €C3,P = (a+V)X2+ (@ +P)X+P -y =aX+X?) +p(1+X) +y(—1+X?)
oPeVectX+X%,1+X,-1+X?)

Aussi: F=VectX+X%1+X,-1+X?) et‘ F est un espace vectoriel ‘ puisque c’est un sous-espace vectoriel

(engendré) de C[X]

Mais, la famille (X +X%,1+X,-1+X?) estliée: X+X?)—-(1+X)=-1+X?* donc: F=VectX+X?1+X)

La famille (X +X2,1+X) est libre (degrés distincts) et génératrice de F donc c’est une base de F et : .
e) F contient les polyndmes réels de degrés au plus 3 vérifiant P(1) = P(—1) et P(0) = P@0)=0

On travaille dans I’espace vectoriel ambiant R[X]. Soit P € R[X]

P(1)=P(-1)
PeFo degP<3 et P0)=0
P@(0)=0 a+b+c+d=-a+b-c+d (1)
s 3(a,bc,d)eR, P=aX3+bX?+cX+d et d=0

2b=0 (avecP' =3aX?+2bX+c, P¥ =6aX+2b)
Or: (1)e2a=-2csc=-a desorteque:
PeFodaceR P=aX’-aX=a(X®-X) etdonc:F=Vect(X?-X)
Ainsi, | F est un espace vectoriel | car c’est un sous-espace vectoriel de R[X] et c’est méme une droite vecto-

rielle engendrée par I'unique vecteur X> — X qui est non nul soit
f) Festl’ensemble des solutions de I'équation différentielle y” +4y =0

On travaille dans I'espace ambiant R®.

On reconnait une EDL2 dont I'équation caractéristique est 72 +4 =0 < r = +2i

Il y a deux racines complexes conjuguées a + iw ou a = 0 et w = 2. On sait que les solutions ont pour expres-

sion: y(x) = e™(Acos(wx) +Bsin(wx)) = Acos(2x) +Bsin(2x) ou (A, B) € R?

~—— ~——
fx) gx)

Ainsi: F = Vect(f, g) ou (f, g) estlibre puisque f et g sont non colinéaires (parité) aussi dimF =2
g) Festl’ensemble des suites réelles vérifiant Vn e N, 1,12 =4u,+1 —4uy

Dans RN, les vecteurs u = (u,,) nen de F vérifient une relation de récurrence linéaire double.

L équation caractéristique est 1> =4r—-4 < (r—2)2=0 qui posséde une racine double r = 2. Ainsi:
a, = n2"
b, =2"
etdonc: ‘ F = Vect(a, b) est un espace vectoriel ‘ car c’est un sous-espace vectoriel engendré de RN
La famille (a, b) est génératrice et c’est une famille libre (car a et b sont non colinéaires puisqu’il n'y a pas
proportionnalité des premiers termes (ag, a;) = (0,2) et (by, b1) = (2,4)) donc c’est une base de F et

uEF@El((X,f))ERZ,VHEN, un:((xn+ﬁ)2”:an2"+f)2"©3(a,ﬁ)EIRZ, u:aa+ﬁboi1‘v’n€|\l,{
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