’ Questions de cours possibles sur les semaines n° 21 et 22

1. | Théoreme généraux sur les séries entieres ‘

+ Lemme d’Abel, rayon de convergence et domaine de convergence d’'une série entiere
Etant donnée une série entiere )  a,z",
si la suite (a,z{)n=0 st bornée pour un zo € C* (par exemple parce que a,z — 0 ou parce que }_ a, zj} CV)
alors la série Y a,z" CVA pour tout z € C avec |z| < |z
Le rayon de convergence est R =sup {r =0|(a,r™) =0 est bornée } € R, U {+o0}

Le domaine de convergence de la série entiere est un disque ouvert de rayon R a l'intérieur duquel il y a CVA, a
I'extérieur duquel il y a DVG. Sur le cercle, on ne peut rien conclure.
Utilisation de la regle de d’Alembert pour les séries entieres

Etant donnée deux séries entieres Z anz" de rayon de convergence R, on sait que

— si zg est un complexe avec Z anz(’)1 CV alors R = | zg|

— si zp est un complexe avec Z anzg DV alors R < | zg|

On combine ces résultats aux conclusions de la regle de d’Alembert a deux termes consécutifs u, et u,+; de Z a,z":
sif <1, la série CVA et on obtient, en général, une minoration de R

{ sif > 1, la série DVG et on obtient, en générale, une majoration de R

[tps1l
—— f alors
|un| n—+0o

si

Attention au série entiere lacunaire par exemple :
si) apz"=)_ nz®, ona Uy, = app 22"
$iy anz" =) ap+12°",ona uy=ammiz
Propriétés de comparaison des rayons de convergence entre deux séries entieres

_ 2n+2
et Upy1 = A2p+22

2n+1 _ 2n+3
el Up+1 = A2pn+32

Etant donnée deux séries entiéres Z a,z" et Z b,z" de rayon de convergence R, et Ry,
— si|ay| < |by| alors R, =Ry,

— sia, = 0(by,) (donc aussi si a, = o(by)) alors R, =Ry,

— silay| ~ |by| alors R; =Ry,

— Y anz", ) napz"et ) 1 zn ont le méme rayon de convergence

n=0 n=0 n=1 1
— Pour tout a € R, Y n®*z" a un rayon de convergence égale a 1

Somme de deux séries entiéres

Etant donnée deux séries entiéres Z a,z" et Z b,z" de rayon de convergence R, et R, alors
Z(an + by)z" est une série entiére de rayon de convergence R = min(R,, Rp) avec égalité si R, # Ry,

Produit de Cauchy de deux séries entieres

Etant donnée deux séries entieres Z a,z" et Z b,z" de rayon de convergence R, et Ry, alors

n
le produit de Cauchy de ces séries entieres est aussi une série entiere Z cpzolucy, = Z apbn_i

k=0
+00 +00 +00
avec un rayon de convergence R > min(R4, Rp) et, si |z| < min(Rq,Rp) : Y cp2" = (Z anzn) (Z bnzn)
n=0 n=0 n=0

Fonction somme d’une série entiére et résultat de continuité.

Etant donnée une série entiere Z anx" réelle de rayon de convergence R, la fonction somme est 1'application
n=0

+00
fix— Z anx™| qui est définie au minimum sur I'intervalle ouvert ] —R, R[ et au mieux sur 'intervalle fermé [-R, R].
n=0

Son domaine de définition est donc 1'un des 4 intervalles | — R,R[, [-R,R[, ] —R,R] ou [-R,R].
On sait que la fonction somme est continue sur son domaine de définition.
Dérivation terme a terme d’une série entiere

Etant donnée une série entiere Z a,x" réelle de rayon de convergence R,
n=0
- la série entiere dérivée terme a terme Z na,x""! ale méme rayon de convergence R et ce rayon est commun 2
n=1
toutes les séries entieres dérivée terme a terme suivante
+

o0
- la somme [ fix— ) apx" ] est de classe C* sur son intervalle ouvert de convergence | — R, R|
n=0
- pour tout keN, f (%) (x) est la somme de la série entiére ot on a dérivé k fois terme a terme
® 0
fP=Y nn-1...(n— (k- 1))a,x" *pourxe]-R,R[  desorte que aj= %

n=k



o Théoreme d’intégration termes a termes des séries entieres

+00
Etant donnée une série entiére )  a,x" réelle de rayon de convergence R et de somme | f:x— ) a,x"
n=0
n+1
- la série entiére Z an— dite intégrée terme a terme a le méme rayon de convergence R
n=0 n

+00 n+1l

- on obtient une primitive F de f par: Vx €] —R,R[, F(x) = F(0) + Z a

n=o nh+1
b b (+oo +00 b
-si[a,b]c]—R,R[:f f(t)dt:f (Zant”):Z(f ant"dt
a a \p=0 a

n=0
» Fonction développable en série entiére au voisinage de 0 et conditions nécessaires associées.

Une fonction f est développable en série entiere sur | — r, 7[ ol > 0 s'il existe une série entiere ) a,z" de rayon de

n=0

+00
convergence R=r telleque:Vxe]—rr[, f(x)= Z apx"
n=0

Si f est développable en série entiere au voisinage de 0 alors
- f est C* au voisinage de 0
» AW o :
- la série de Taylor Z —'x" a un rayon de convergence R > 0 (unique développement possible pour f)
n=0
Attention! Ces conditions nécessaires ne sont pas suffisantes Contre-ex: f(x) = e_xi2 six#0et f(0)=0
¢ Unicité du développement en série entiére.

Si deux séries entieres Z a,z" et Z b,z" ont leurs sommes qui coincident sur un domaine ] — ¢, €[ o1 € > 0
alors elles sont égales : VneN, a, = by,



2. | Développement en séries entieres usuels ‘

Les éleves peuvent utiliser directement, sans démonstration, les DSE suivant toutefois ils doivent pouvoir les démontrer
en partant des développements de la série géométrique ou de I'’exponentielle.

’ Famille de la série géométrique

1 +oon 2
. :Zz (:1+z+z +) pour |z|<1(R=1)
-z ;5
oo " 2 B3 i
o [In(1+x)= B ) [ pi (:x——+———+...) our|x|]<1@®R=1
()n;o()n T3 pour [x| <1 (R=1)
+00 +00
Avec x = —t dans :Zx”etvuquel—tl<1¢>|t|<1,0nobtient: F:Z(—l)"t"pourltkl
—X =0 nO

—Z( l)k1 pour [tf|<1 enposantk=n+1

Enintégrant terme a terme: In(1+1¢)—-In(1+0)=

+oo 2n+1 PR
e |Arctan(x) = " (:x——+———+...) our|x|<1R=1
(),;0()2n+1 T 55 pour [x| <1 (R=1)
+00 1 oo
Avec x = —t? dans =Zx”etvuquel—t2|<1c>t2<1©|t|<1,onobtient: W:Z(—l)"tznpourltkl
- n=0 n=0

2n+l

En intégrant terme a terme : Arctan(z) —Arctan(0) = Z (— 1) pour || <1

’ Famille de la série exponentielle

too Ln Z2 Z3
[ ] Z: _— = —_— —_— —
e ;12::0 ! ( 1+z+2+3!...) pour z€ C (R = +00)
+00 .27 2 4
x° X
e |ch(x) = =1+—+—... ourxeR(R=+
=2 G ( 2 " ) » (R=+co)
1 +ooxn +00 -1 nxn +ool+ -1 nxn
Pour tout x réel: ch(x) = (e +e x):_( —+ Z( ) = ot car toutes les séries CVA
2\;zon! = n =0 2 n!
1+(-D" (0 t impair d =2k+1 oo 2k
Or: #z S{nes lm.p airdu type 1 donc: ch(x) = pour tout x réel
2 1 si n est pair du type n =2k ri 2k)!
+00 2n+1 3 5
x° X
e [sh(x) = —_— [=x+ =+ =... our xeR(R=+
) ,;0 @en+1)! ( 3" 5l ) » (R =+o0)
1 n +00 1 n +00 1-(-1 n
Pour tout x réel: sh(x) = —( ) (Z D x = Z s car toutes les séries CVA
2 = N =0 2 n!
1-(-1)" [ Osinestpairdut =2k Too y2ht
Or: (—):{ S mes Palr e B donc: sh(x)=)_ pour tout x réel
2 1 si n est impair du type n = 2k+ =0 2k+)!
x  xt
e | cos(x) = ( —+—) pour x € R (R = +o0)
= (2n)' 2 a4l

xn +00 (_l)nlnxn +00 1 L (_l)n n
|

1/ s 1t X .
Pour tout x réel : cos(x) = 5(e”‘+e ’x) = E (Z ln_' + Z = Z T xi" car toutes les séries
= n

n=0 n! n=0
CVA 2k 2k
1+(=1D" 0 si ti ir du t =2k+1 s . x T X
1+ED7 { Sty estimpalr i ype_n donc: cos(x)=)_ ik ——= > (-1*—=—— pour x réel
2 1 si n est pair du type n =2k k=0_(iz)7:_1)k 2r)! = (2k)!
K2n+l 2 4
x“ X
e |sin(x -n" 1-—+—... ourxeR(R=+
(0= ,ZZO( b (2n+1)'( 2 ) p (R=+0o)
1 X . 1 +00 xn +00 _1 nl-nxn +00 1_ _1 n xn
Pour x réel : sin(x) = —,(e’x = e_’x) = — (Z i"— Z CV7xT = Z 1-C07 x i" 12— carles séries CVA
2i 2i\;= n!' /= n! =0 2 n!
1= (=1)" 0 si t ird =2k +00 x2k+1 +00 2k+1
# = S} nes Palr .u type n et: sin(x) = Z 2k — = Z (—l)k— pour x réel
2 1 si n est impair du type n =2k +1 =0 o~ Qk+1)! = 2k+1)!
T =(Y)k=(-1)



Formule du bindme généralisée avec un exposant a € R ‘

1 -n+1 -1 -D(a-2
1+ 1° _1+Z(x(a )...(a—n )x" (:1+ax+(x(a )x2+0((a ) )x3+...) pour x| <1 (R=1)
=1 n! 2 3!
! _
On obtient ce DSE en utilisant que [ f: x — (1 + x)*] est]'unique solution sur | — 1, 1[ du probléme de Cauchy { i (0_) (iyl

En effet : f est Clsur]-1,+oo[ doncsur]—1,1] et : (%) =alx+ Dl dott (1 + X)f'(x) =af(x) deplus f(0)=
Q1+0)%*=1%=1

On cherche une solution DSE de y' = ay sous la forme  y(x) = Z anx" avec un rayon de convergence R > 0
Par dérivation terme a terme:  y'(x) = ) na,x""!

+00 +00 +00 +00 +0oo
Sur]-R,R[: (1+x)y (x)=ay(x) < (1+x) (Z nanx”_l) = O‘(Z anx”) & Z na,x" '+ Z na,x" = Z (aay)x"
n=1 n=0 n=1 n=1 =
On pose k = n— 1 dans la premiere somme, k = n dans les deux autres

+00 +00 +00
o) (k+ Dags 1 x* + > kapx* = > (aap) x*
k=0 k=10 k=0
On regroupe toutes les sommes qui CVA

< Z ((k+ Dag, + kak)x = Z (aak)x
k=0
Par unicité du developpement en série entiere

o VkeN, (k+1)agy + kay = aay.

k+1
La suite (a;) est totalement déterminé puisqu’'on connait gy = y(0) = 1 puis on calcule a;,ay,... avec la relation de

récurrence. On peut vérifier que le rayon de convergence vérifie R > 0 avec la regle de d’Alembert :
n+l1

oS VkeN, agi1 = Qi cark+1#0

u ap+1X a—n n
si up = a,x" # 0 pour x # 0 alors | "+1| nrl l ||x| ~n—to00 —|X| = x| | x|
a,x" n+1 n n—
Si|x|<1,ilyaCVAdoncR=>1. SlIxI > 1, 1lyaDVGdoncR< 1.Ainsi:R=1>0
On peut expliciter le coefficient a, en itérant la relation de récurrence pour n>1:
a—(n—1) a—(n-1 oa—-(n-2) a—(n—-1) aoa—-(n-2) (ax—0) a(a—1)...(ax—n+1)
ap=———0an-1= X ap_o = x X oee X ay =
n n n—1 n n-1 1 -~ n!

=1
en inversant l'ordre des termes du produit au numérateurs et car n(n — 1) x

-x1=nl!

X aa—1)...(a—n+1)

n!

xn

Par unicité de la solution d'un produit de Cauchy: Vx €]-1,1[, f(x) = Z apx" e (1+x)%=1+ Z




3. | Isométrie et matrice orthogonale

o Définition et caractérisations d'une isométrie. Ensemble O(E) et exemples

Dans un espace euclidien (E, < .;. >),
les propositions suivantes équivalentes ((1) < (2) < (3)) caractérisent une isométrie :
1) une isométrie est une application linéaire d'un espace euclidien E qui conserve la norme :
feZE) etVxeE, [ f(X)I=Ilxl
2) une isométrie est une application de E dans E qui conserve le produit scalaire :
f:E—EavecV(x,y) €E? < f(x), f(y) >=<x,y>
3) une isométrie est une application linéaire envoyant une base orthonormée de E sur une base orthonormée de E
f e Z(E) telle que, si B = (ey, ..., ey) est une BON alors (f(ey),..., f(en)) est une BON

On note O(E) I'ensemble des isométries de E : on a O(E) < GL(E)
O(E) est stable par la composition (si f et g sont dans O(E) alors f o g est dans O(E))
O(E) est stable par le passage a I'inverse (si f € O(E) alors f~! € O(E))

Les symétries orthogonales sont des isométries (rappel : si F sev de E alors F @ F* = E et la symétrie par rapport a F
parallelement 4 F* est la symétrie orthogonale par rapport a F). En particulier, les réflexions (symétrie orthogonale
par rapport a un hyperplan ) sont des isométries.

o Définition et caractérisation d’'une matrice orthogonale. Ensemble O, (R).

Pour M € M,,(R), les propositions suivantes équivalentes caractérisent une matrice M orthogonale :
DMTM =1,

2)MMT =1,

3) M est inversible et M~! = MT

4) les colonnes de M forment une base orthonormée de R”

5) les lignes de M forment une base orthonormée de R”

6) M est une matrice de passage d'une base orthonormée de R” a une autre base orthonormée de R”

On note O, (R) 'ensemble des matrices orthogonales. Ona 0O, (R) < GL,(R)
0, (R) est stable par le produit (si M et N sont dans O, (R) alors MN est dans O, (R)
0, (R) est stable par le passage a l'inverse (siM € 0, (R) alors M~' =M" € 0,(R)

o Caractérisation matricielle des isométries/ des symétries orthogonales

Dans I'espace euclidien (E, < .;. >),
ue Z(E) est une isométrie < Matgg (1) est orthogonale lorsque 28 est une base orthonormée (BON) de E
autrement dit: u€ O(E) © M =Matg(u) € O,(R) lorsque £ est une base orthonormée de E

u e Z(E) est une symétrie vectorielle de E & M = Matg (1) est orthogonale ou 28 est une BON et M? =1,
on sait alors que u est la symétrie orthogonale par rapport a F = Ker (u — id) et que F* = Ker (u + id)
¢ Sev stable par une isométrie, déterminant et spectre pour une isométrie/matrice orthogonale. Isométrie directe et
indirecte. Base directe.
- Si u est une isométrie de I'espace euclidien qui laisse stable le sev F alors F* est aussi un sev stable par u.
- Le déterminant d’'une isométrie/matrice orthogonale vaut 1 ou —1
- Les valeurs propres d'une isométrie/ matrice orthogonale (éventuellement complexes) sont de modules 1
- Lensemble des isométries directe de E est noté SO(E). Lensemble des matrices orthogonale directe est noté SO, (R)
u € SO(E) lorsque u € O(E) avecdetu=1 M€ SO, (R) lorsque M € O, (R) etdetM =1
Ona: SO,R) cO,R) cGL,(R) cM,([R) et SO.L(R) est stable par le produit et le passage a 'inverse.
- On peut orienter un espace euclidien en choisissant une base orthonormée%, de référence :
lorsque 28 est une autre base orthonormée, la matrice P = Pg, g2 de passage de %8, a 28 est

4. ’ Isométries du plan et de 'espace - Matrices orthogonales de O3 (R) et O3(R)

« Isométrie d'un espace euclidien de dimension 2

Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien (E,(.,.)) de dimension 2
associé ala matrice A =Matg(f) e M2(R) ol 28 estune BON de E
— f est une isométrie du plan E < A € O»(R) < les colonnes C; et C, de A forme une BON de R?
Ci.C2=0
{ Ci.Ci=1=C,.C,
— Si f estune isométrie du plan E, il y a alors deux possibilités (isométrie directe ou indirecte) :

o1 x.y est le produit scalaire usuel de R?

cos® —sin0 )

soit detA=1e AeSOy(R) et f estune rotation vectorielle d’angle 0 qu’on identifie car A = ( sinB  cosO

soit detA=-1 et f estuneréflexionde E d’axe D =Ker (f —id)



* Isométrie d'un espace euclidien de dimension 3

Soit f un endomorphisme d'un espace euclidien (E,(.,.)) de dimension 3
associé a la matrice A =Matg(f) € M3(R) ol 2 estune BON directe de E
— f estune isométrie & A € O3(R) < les colonnes (C;,Cy,C3) de A forment une BON de R3
Ci.C2=0
{ Ci.Cj 112Gy et C; ACp = +C3  ou x.y est le produit scalaire usuel de R®

— Si f est une isométrie de 'espace E de dimension 3, il y a alors deux possibilités (isométrie directe ou indirecte) :

. C1.C2=0
soit A € SO3(R) (lorsque{ C1.C1 = 1= Cp.Co

Elle est caractérisée dans 'espace E par un axe D et un angle 6.

Son axe est I'ensemble des vecteurs invariants soit D = Ker (f —id) = Vect(u) avec ||ul =1
Son angle 0 s’obtient via la valeur de cos0 et le signe de sinf sachant: Tr(A) =2cos0+1
et,sive Dt avec vl =1alors (v,f(v))=cos® et vAf(v)=(sinB)u

etC; ACy = +C3) alors  f est une rotation vectorielle.

1 0 0
La BON directe 28’ = (u, v, u A v) est adaptée 2 E =D & D" avec: Mat’gg (f)=| 0 cosB —sin®

0 sin® cosO
Remarque : 98 et %8’ étant des BON, la matrice de passage P = Py ¢ € O3(R) d'ott P~ = PT

. . . C1.C2 =0
soit Soit A € O3(R) —SO3(R) (lorsque{ C1.Cl=1=Cp.Co

f estla composée d'une rotation vectorielle r et d'une réflexion s

La rotation r est caractérisée par un axe D et un angle 0 et la réflexion s par son plan de réflexion D*.
Laxe de r est 'ensemble des vecteurs envoyés sur leurs opposés soit D =Ker (f + id) = Vect(u) avec |lu| = 1.
La réflexion s est celle par rapport 2 D+ dont on détermine une équation 4 I'aide du vecteur normal %.
On trouve I'angle 6 via cos0 et le signe de sinf sachant: Tr(A) =2cosf-1
et,sive Dt avec [vll=1alors (v,f(v))=cos® et vAf(v)=(sinO)u

-1 0 0
La BON directe %' = (u, v, u A v) estadaptée aE=D o D" et: Mat,(f)=| 0 cos® -—sin6

0 sinB® cosO
Remarque 1:si0=0[2n], r = idys et f = s est une réflexion par rapport a D+
Remarque 2 : & et %' étant des BON, la matrice de passage P = Pz 2 € O3(R) dou pl=pT

et C; ACy = —C3) alors

Normalement, I'étude d’une isométrie indirecte qui ne serait pas une réflexion doit étre guidée.

5. | Matrice symétrique et applications

+ Connaissances sur les matrices symétriques réelles
Une matrice est symétrique est une matrice A avec AT = AsoitA = (@iji<i,j<n € Mu(K) avec: V(i, j) € [1, nl?, aij = aj;

nn+1)

Lensemble S, (R) des matrices réelles est un sev de M, (R) de dimension ———— dont une base naturelle est construite &

n(n—-1) n(n+1)

I'aide des matrices de la base canonique de M, (R) part ((E, i)1< U (E ijt+E;j i) contenant bien n + vecteurs
sIsn

1<i<j sn)
Dans I'espace euclidien M, (R) munit du produit scalaire usuel :

S, (R)* = A, (R) ensemble des matrices antisymétriques a coefficients réelles cad des matrices A avec AT = —A
soit A = (a;jj)1<i,j<n € Mu(R) avec: V(i, j) € [1, nl?, a;j = —aj; (entrainant de fait : a;; = 0)

1 M+MT M-MT i o )
Dans M,,(R) =S, (R) 8-A,,(R),ona: VMeM,([R), M= 5 + 5 ce qui permet de définir le projecteur
=S€S,(R) =AcA,[R)

orthogonal sur S, (R) et la symétrie associée.

o | Théoreme spectral pour les matrices symétriques

Une matrice symétrique réelle A est diagonalisable a valeurs propres réelles avec une matrice de passage orthogonale
VA€S,(R),3P € O,(R), D=PTAP=p-!AP est diagonale et réelle
On dit que la matrice est orthogonalement diagonalisable

Cela signifie qu’il existe une base orthonormée (ey, ..., e;) de R” constituée de vecteurs propres de A associés a des
valeurs propres toutes réelles (base de diagonalisation) et la matrice de passage de la base canonique de R" a cette
base donne la matrice orthogonale P de changement de bases.



