’ Questions de cours possibles sur les semaines n° 19 et 20

1. | Bilan Espace Préhilbertien et Euclidien

o Définition d'un produit scalaire sur un Respace vectoriel E et de la norme associée.

Un produit scalaire (.,.) sur E est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive

Y(x,y) € E?, {x,y) existe et c'est un réel

elle est symétrique : V(x, y) € E?, {x,y) = (y,x)

elle est bilinéaire i.e. [x — (x, y)] (y fixé) et [y — (x, y)] (x fixé) sont dans Z(E,R)

Si on a prouvé la symétrie, il suffit de vérifier la linéarité d'une seule des application.
elle est positive: Vx € E, (x,x) =0

elle est définie: Vx€E, (x,x) =0= x =0g

La norme sur E associée a ce produit scalaire est donnée par: Vxe€E, ||x| = v{(x, x)
Ona: VxeE VAeR, ||)\x||:|)\|||x|| et x| =0< x=0g

e Les produits scalaires usuels (qu'il faut savoir justifier éventuellement)

n
surR”: (X, Y)=) xjyi ol X = (x1,...,Xs) et ¥ = (J1,...,¥n) tel que la base canonique de R" est une
i=1

BON

n n n
surR,(Xl: (BQ) =Y arbr ouP=)Y a;Xx*etQ=) biX* tel quelabase canonique de R,[X] est une

k=0 k=0 k=0
BON
n

mais aussi: (BQ)= P(ap)Q(ag) ouoag,qaq,...,0, sont des réels 2 a 2 distincts

k=0

Outil pour la preuve : un polynéme de R, [X] non nul a au plus n racines distinctes

sur M, R) : (A,B)=tr(A"B)= ) a;jb;j OUA=(aij)i<ij<n €t B = (bij)1<ij<n tel que la base cano-

1<i,j<n
nique de M, (R) est une BON Outil pour la preuve : propriété de la trace et transposition et définition du produit matriciel
n

[ABl;j = Y aikby;
k=1

b
sur CO([a, b],R) : <f, g> = f f(t)g(t)dt Outil pour la preuve : propriétés de I'intégrale
a

Si I est un intervalle quelconque, la convergence de l'intégrale ( f g) = f f(t)g(r)dt n'est pas assurée sur
I
C'(I,R)
1
Linégalité | fg| < E(f2 +g%) < (If] - gl)? = 0 assure la convergence sur le sev des fonctions f avec f? inté-

grables sur I.

a+e
sur R[X] (et donc aussi sur R[X] : (B Q) :f P(H)Q(H)dt ouacRete>0
a

Outil pour la preuve : propriétés de I'intégrale + un polynéme qui a une infinité de racines distinctes est nul

e Identités du parallélogramme et identités de polarisation

La norme associée a un produit scalaire {.,.) sur E est définie par: Vx € E, || x|l = v/{x, x)
Ona:VxeEVAER, |[Ax|=IAl|x| et lxl=0ex=0g

Identité du parallélogramme : V(x,y) € E?, [x+ yl? + llx— ylI* = 2(llxlI* + llyl1?)

1
2

1
Identités de polarisation : V(x, y) € E?, (x, y) = 2 (||x+y||2 = ||x—J’||2) = (”x"'J’”Z - ||x||2 - ”J’”z)




* Inégalités triangulaire et Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si || . || est une norme associé a un produit scalaire (.,.) sur le R espace vectoriel E,

Inégalité triangulaire : V(x, y) € E2, ||x+ y|| < ||x|| + ||y||

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(x, y) € E?, ‘ (x,y) ‘ <|x|l»ll

Ces inégalités deviennent des égalités si et seulement si x et y sont colinéaires.

* Vécteurs orthogonaux, famille orthogonale et théoremes de Pythagore

Si ||| est une norme associé a un produit scalaire (.,.) sur le R espace vectoriel E,

Théoréme de Pythagore : Pour (x, y) € E?, x et y sont orthogonaux ie {x,y) =0 < ||x + y||2 = ||x||2 A ||x||2

Théoreme de Pythagore généralisé : Si (e;) ;eq1,,) €st une famille de vecteurs de E
Si  (e;)ieq1,n est une famille orthogonale ie V(i, j) € [1, nl2, i#j=> <ei,ej> =0 alors

n
e+ ezt ten| = leleillz
i=

* Connaissances sur 'orthogonal d'un sev? Cas particulier d'un sev de dimension finie. Cas d'un hyperplan dans
un espace euclidien.

« Si E est un R espace vectoriel munit d'un produit scalaire (.,.) et si F est un sous-espace vectoriel (sev) de E
I'orthogonal F* de F est F+ = {x €E|VyeE (x,y)= 0}

CestunsevdeE qui vérifie: FNF'={0g}soitFeFtcE et Fc(FHt

Et: {OE}J‘ = E (0 est orthogonal a tous les vecteurs) et Et = {Og} (un vecteur orthogonal a tous les vecteurs est nul)

¢ Si F est de dimension finie avec F = Vect((e,-),-e[u,n]]) alors: xeFL o Vie[l,n], (x,e;)=0 Important en
pratique!

Deplus: F=(FYt et FeoF-=E etonditqueF" estlesupplémentaire orthogonal de F dans (E,¢.,.))
En particulier, si dimE < +oco, on a: dim(F+) = dimE - dimF

o En particulier, si F = H est un hyperplan de I'espace euclidien E alors dimH* = 1. Un vecteur qui engendre H*
est appelé vecteur normal a H et, si on connait H par une équation linéaire non triviale a;x;+---+a,x, =0
dans une base orthonormée % = (ey, ..., e,) de E alors H- = Vect(d) avec d = aje, +---+ ane, vecteur
normal a H
* Familles orthogonales et indépendance linéaire. Sev orthogonaux éventuellement supplémentaires orthogo-
naux.
Si E est un R espace vectoriel munit d'un produit scalaire <., .),

e une famille (e;);e; de vecteurs de E (I ensemble quelconque) est orthogonale lorsque : V(i, j) € 1, i # j=
(eirej)=0
Une famille orthogonale est une famille libre de vecteurs de E
e les sev F et G sont orthogonauxsi V(f,g) e Fx G, (f,g)=0.
Si F et G sont orthogonaux alors FN G = {0g} (la somme est directe)

F et G sont orthogonaux donc Fe GcE

F et G sont des sev supplémentaires orthogonaux <
PP & { EcF+G

- . F et G sont orthogonaux donc Fn G = {0}
sidimE<+co | dimF + dimG = dimE



¢ Base orthonormée et calculs dans une base orthonormée.
» Une base orthonormée de E est une base (ey,...,e,) de E qui est une famille orthonormée cad une famille
O0sii#j
lsii=j
« Si E est un espace euclidien (cad dimE < +o00) et si (ey, ..., e,) est une base orthonormée de E alors :

n
cad x=) (e, x)e
i=1

orthogonale de vecteurs unitaires autrement dit : V(i, j) € [1, nj?, (ei, e j> = {

- les coordonnées du vecteur x sont ((ei, X) )

1<isn
xl J/I n n
-siX=|: |ety=]| : | sontles coordonnées de x et y, alors (x,y)=> x;y;=X'Y et |x|?>=) x7

i:l i=1
Xn Yn

-si f € Z(E) alors Matg(f) = (<ei,f(ej)>)l<i e

 Algorithme de Gram-Schmidt

Lalgorithme dit d’orthonormalisation de Gram-Schmidt permet de construire une famille orthonormale a
partir d'une famille libre de vecteurs de E. Il permet donc de justifier I'existence des bases orthonormées dans
un espace euclidien.

‘ Enoncé du théoréeme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt ‘
Il existe une unique famille orthonormeée (g;);c1,,) construite a partir de la famille libre (e;) ;1,5 telle que :
1) Vk € [1, n], Vect(ey,...,ex) = Vect(ey,...,ex) et 2)Vkel[l, nl, (€x,ex) >0
Remarque : la condition 2 permet d’assurer I'unicité de la famille construite.
‘ Mise en place de I'algorithme sur une famille libre (e;)eq1,x] ‘

(]
e Etapen®l:e; = —
- lenll
u .
e Etapen®2:¢ep = m oll Uy = ez —(ey,€1) €1
(27
u
e Btapen®3:¢e3 = ”—3” ou uz = ez —(es,€1)€; — (e3,€2) €
us
k-1
e Etape n°k: Si (g4, ...,€x-1) est construit, on construit & = Tl ou up=er— Z (er,€;)€;
A5 i=1
Interprétation en terme de projection orthogonale : F = Vect(ey,...,ex) est un hyperplan de E =

Vect(ey,..., ek, €r+1)

Si (€1,...,€x) est construit, puisque F =Vect(ey,...,er) = Vect(ey,...,g) alors (g1,...,€x) estune BON de F.
Puisque F @ F* = E, F est une droite vectorielle de E qui sera dirigée par le vecteur unitaire e ;.

On sait trouver le projeté orthogonal p(ex;+1) de ex+; sur F a I'aide de la base orthonormée : p(ex;1) =

k
Y (er+1, €D E;
i=1
Puisque ey, n'est pas dans F, le vecteur uy,; = ex+1 — p(ex+1) est dans F! : il est donc colinéaire 2 €.
Uk+1 N

Comme ce dernier est unitaire: €1 =
l2tgrll

Ukl = €x+1 — P(e+1)



* Projection orthogonale sur un sev de dimension finie dans un espace prehilbertien.

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace préhilbertien (E, (.,.)),ona Fe Fr=E et
le projecteur pg sur F parallelement 4 F* est appelé la projection orthogonale sur F.

On dispose de deux méthodes pour calculer un projeté orthogonal :
Méthode n°1 Calcul du projeté orthogonal a I’aide d'une base orthonormée (¢g;,...,€,) de E

n
Si (€1,...,€,) estune base orthonormée de F,ona:Vx€E, pgp(x)= Z (x,€;)€;
i=1

Cas particulier ou F = H hyperplan d'un espace euclidien E  pp(x) = x — pp1(x) oll prL(x) est le projeté or-

. n noo
thogonale de x sur F' qu’on calcule facilement : pp.(x) =< x, TRl > Kl ol 71 est un vecteur non nul de
n n

plL
Méthode n°2 On utilise la caractérisation du projeté orthogonal : y=pgp(x) © yeF et x—yeF!

Si (f1,..., fn) estune base quelconque de F :
n

pE(x) = Z o f; ot on recherche les n scalaires inconnus «y,...,a, al’aide d'un systeme linéaire :
i=1
(x—pr(x), f1)=0 (pr(x), i)y ={(x, fi) ar{fi, iy +oa{fo, i)+ +an{fu fi)=(x fi)
(x—pex), f2) =0 - (Pr(), f2) = (x, f2) - o (fi, fa) + 02 (fo, fo) + -+ (fu, f2) = (%, f2)

<x_pF(x)rfn>:0 <pF(x)»fn>:<xyfn> 0‘1<f1;fn>+a2<f2,fn>+"'+0‘n<fn:fn>:<x;f2>:<x,fn>
* Distance a un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un espace prehilbertien.

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie d’'un espace préhilbertien (E, .,.)),
Pour tout x € E, d(x,F) =inf { || X— y|| |y€ F} La projection orthogonale pg(x) sur F est 'unique vecteur de

F qui minimise la distance de x a un vecteur de F autrement dit: d(x,F) = || X — pr(x) || = \/” x||2 — || pr(x) ||2



+00 +00 ) 100 41 +00 x2n
Exemples a connaitre: ) nx", ) n°x", ). —et ) (-1)"— lorsqu’elles existent
n=0 n=0 n=1 N n=1 n

« Pour les trois premieres séries, on sait d’apres le cours (cf. outil n°3) que ces séries ont le méme rayon de conver-
gence qui vaut R = 1. On calcule donc les sommes pour |x| < 1.

« Si on applique le théoreme de dérivation terme a terme a la série géométrique, on a, pour |x| < 1:
2

too 1 too d 1 1 too 1 d 1 2
Y xt=——) an”_lz—( ): 5 Zn(n—l)x”_zz—z(— :—( 2): -
=0 1-x =0 dx\1-x) (1-x) =0 dxc\1-x) dx\(1-x) (1-x)
+00 +00 +00 1 1 +00 X
.. n_ n_ n-1| _ n_
Iei: ) nx"=) nx —x(z nx )—xx =32 <) nx"= 132 pour |x| < 1
n=0 n=1 n=1 n=0
le terme d’indice n = 0 est nul la factorisation par x est possible

Et: I’l2 = I’l(l’l - 1) +n (On peut bien souvent éviter une méthode de coefficients indéterminés pour déterminer n?= an(n—1)+bn+c).

+00 +00 +00
aussi: Y n*x"=) (nn-D+n)x"=) (n(n-1Dx"+nx")

n=0 n=0 n=0
On peut separer les sommes car ici toutes les sommes convergent pour x| <1:
+00 +00 +00
Z Vlz x” = Z nn- l)x” + Z len On peut modifier 'indice de départ car les premiers termes de ces sommes sont nuls
n=0 n:ﬂz n:ﬂl

+00 +00
= x2 Z I’l(l’l - l)xn_z + X Z I”l)Cn_1 par factorisation possible dans les sommes
n=2 n=1
5 2 1

X (1—x)3 + X X (1—x)2

« Si on applique le théoreme d’intégration terme a terme a la série géométrique, on a, pour |x| <1:

+00 xn+1 +00 prx X (+00 x dt
> =) tndt:f (Z t”)dt:f — =[-In(-9];=-In1-x
0 0 \5=0 o 1—-1¢

n=0 n+1 n=0
+00 41t +00 xk+1
Ainsi:| ) —= =-In(1-x) pour|x| <1
s n oo k+1

enposantn=k+1le k=n-1
+o00 (_ 1\
¢ Calculons la somme Z
n=1 n

La fonction S estla somme d'une série entiere donc on sait qu’elle est continue sur son domaine de définition.
n

+00 xn
.Onvientdevoirque: S(x)= Z —=—In(1-x)
n=1 n

Or, la fonction S est définie sur [—1, 1[ puisque la série ) converge par le théoreme des séries alternées per-

+00 _1 n
mettant de définir S(-1). Par continuité : S(-1) = lim S(x)= lim (-In(1-x)) = -In2soit| ) 1) =—In2|
x—-1 x—-1 n=1 N
+00 x2n x2n
e Calculons le rayon de convergence R de Z (-1)"— avec la regle de d’Alembert avec u, = (-1)"—
—1 n n
(_1)n+1x2n+2 "
Un+1 n+1 n 2 2 2
= = X ~a_, X — | X
» T e L T U et &
n
Si|x|? <1< |x| <1 alors la série CVAdoncR > 1 CRo1
Si|x|?2 > 1< |x| > 1 alors la série DVG donc R< 1 B
+00 2n +00 ( xz)n
Pour le calcul de la somme pour |x| < 1, on remarque : Z (-)'"—= Z
= n - N
+00 ul’l " "
Mais : Z — =—In(1-u) pour|u|l<1 aussipour u= —x? puisque |u| = |x|? < 1vu que |x|<1:
n=1 n

+00 xzn oo xzn
Y -D"—=-In(1-(-xH) e| Y. (-)"=—=-In(1+x*) pour|x|<1
n=1 n n=1 n

+00 x2n
Pourx=+1, ) (-1)"—

n=1

+00 (_1)11
=) =-In2 (vuauparavant)
n=1 N




