CHAPITRE III COMPLEMENTS SUR LES SERIES

’ EXEMPLE DU COURS SUR LE CHAPITRE 111 ‘

| EXEMPLES DU COURS |

1

1. Identifier les séries télescopiques suivantes : a) ) In(1+— b)) —
piq 2 In( LT
2. Identifier les séries de référence ci-dessous et préciser leur nature
1 1 1 1 (-n" 1
Vpm Plm 9Ly Yl Ylam Dlgm

3. Préciser lanature de )  uy,, Y_ vy et ) (un+ vp) lorsque
a)u,=(-D"etv,=(-1)"""  b)u,=3"etv,=2"

.. .. 1
Préciser la nature de la série Z -
s nc+inn

-~

1
5. Préciser la nature de la série Z 505
=1 n+ (=1)"Arcsin(n=="°)

| EXEMPLE N° 2| Déterminer la nature de la série de terme général

3

H 1 2 b 3 1 5 | (n2+n+1) 5 (h1)‘”
Up=——"—= u ——c— Uy = Up=In| — u,=|ch—
" en+ ()Y R LAY " n2+n-1 " n
+00 1 en—l
| EXEMPLE N° 3| Justifier 'existence et calculer la somme Y Uy otu, = 5 + 3
=1 n“+3n+2 3"t
+00( l)n
’ CONTRE-EXEMPLE CV# CVA ‘ Convergence et calcul de la somme pour la série harmonique alternée Z
n=1 N
s . Py (_l)n Sinn 100 —I’l2
] EXEMPLE N° 4\ Préciser la nature des séries 1) Z ) Z _ u,=n"e

=1 (n+1)vn =4 n?+Arctann

oo - Inn . il g e .
| EXEMPLE N° 5| Déterminer la nature des séries ) —a oua est un réel strictement positif distinct de 1 fixé.

+00 1 +00 ( l)n +00 xZn +00 1 +00 n 1
EXEMPLES DE CALCULS DE SOMMES - et U, ol U, =
’ ‘ ZO n!’ HZ:: r;o n! kgo on—kjl ’;0 n n ]é)zn_kk!
2" /n 3n)!
| EXEMPLE DU COURS | Nature de la série Y u, ott ) u,, = vn b) u, = Bn)
2n)! 52n+1

| EXEMPLE DU COURS | Preuve, par comparaison série/intégrale, du critére de Riemann: — converge < o > 1
n=1

P . Inn _ . . e e
| EXEMPLE N° 6| Etudier la nature de la série Y} —— al'aide d’'une comparaison série/intégrale.

n
Proposer un équivalent de la somme partielle.

. . . (-
EXEMPLE| Les séries de Riemann alternée Z

n=1 1

n

convergent seulement si a > 0 (avec CVA si a > 1)

. Inn
] EXEMPLE N° 7 \ Démontrer que la série Z(—l)”T converge sans converger absolument
n

’ CONTRE-EXEMPLE « (u4;;) DECROISSANTE DANS TSA » « SIGNE DANS CRITERE D’EQUIVALENCE »
k
o (-1 ) o : L
Prouver que la série Z ﬁ est alternée avec un terme général qui tend vers 0 mais qu’elle ne converge pas.
+(=D
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CHAPITRE III COMPLEMENTS SUR LES SERIES

| EXERCICES SUR LE CHAPITRE III|

EXERCICE N° 1
| |

+00

1. Justifier I'existence de nZ::O Uy ol Uy, = Arctanm
2. Prouver que, pour x > 0 et y > 0 alors: Arctan x — Arctan y = Arctan 1x+_xy
3. Développer (n>+n+1)(n>-n+1) et (n+1)?—(n+1)+1
4. Calculer alors Jio Un
n=0

EXERCICE N° 3/2 \On considere la suite (1) ;=0 avec up=let: VneN, u,1 = uye

1. Prouver que, pour tout n entier naturel, u;,, >0

2. Prouver que la suite (u,) ,en converge et préciser sa limite.
n-1

3. Démontrer que: VneN*, Inu, = — Z uy. Conclure sur la nature de la série Z Up
k=0

L . N Inn | (n+1)?
EXERCICE N° 2 \ Etudier la nature de la série }_u, ot: 1) u,=—x"ouxeR-{-1} 2)u,=——
Vvn B3n)!

n! (-1)"sini o (-1"
4) u, = —— (Indication: |sin x| < |x|) 5 u,=In{l+ ———
n2n Vn+2cosn 1+2+--+n
+00
\ EXERCICE N° 3 \ Justifier I’existence et calculer Z u, ou:
n=0
1 1 2 " 1 nl 1
2) uy = + - Dup=) ——— Dup=0et,pourneN*, up=) ———
V= i we2 e O ,czz:oek(n—k)! ) to P ! kz:“lek(n—k)!

3) u, =e"

D) u,=—>——
) Un 4n? -1

+00
\ EXERCICE N° 4 \ L objectif de I'exercice est de calculer Z nx"ou|x| <1
n=0

1. Justifier I'existence de la somme.
+00 2
2. Pour |x| < 1, calculer de deux facons (Z x") . Conclure.
n=0
N N
3. Pour |x| <1etNeN, que vaut Z x" 2 En déduire la valeur de Z nx". Conclure.
n=0 n=0

) 1"
\ EXERCICE N°5 \ Etudier suivant les valeurs du parametre réel a la nature de la série Z Uy ol Uy = (n sh —)
n

On pourra chercher un équivalent deln u,, en partant d'unDL3 de shx
1
nlnn

\ EXERCICE N° 6 \ Pour tout entier n = 2, on pose  u;, =

n+1

. .Justifier que, pour n=2: f(n+1) s/ fde< f(n)

f— ——
n

1. Onintroduit f =

2. En déduire une minoration de la somme partielle d’ordre »n de la série Z uy parle réel In(In(n + 1)) —In(In 2).
n=2

3. Quelle est la nature de la série Z U, ?
n=2

n
4. On considere maintenant la suite (a,) avec a, = Z ur —In(lnn).
k=2
a. Démontrerque: Vn=2, f(n+1)-f(n)<api1—a,<0 On pourraréutiliser la question 1
b. Quelle est la nature de la série Z (f(n+D) - f(m)?
n=2
c. Justifier alors que la suite (a;) ;=2 converge

n
d. En déduire que Z Ul ~n— 00 In(InR)
k=2

L -, . 2n+ (="
EXERCICE N° 7| Etudier la nature de la série }_ u, ot u,, =In| ———

2n
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