CHAPITRE X SERIES ENTIERES

’ EXEMPLE DU COURS SUR LE CHAPITRE X‘

| EXEMPLE N° 1 |

1. Lasérie géométrique Z z" est associée a la suite des coefficients (a,) ey OUVREN, a, =

+00
On sait déja que cette série converge lorsque et que sa somme est Z Z"'=
n=0
n
L. Z c s . . N
2. La série Z — estassociée a la suite des coefficients (a;) ey 0UVREN, a, =
n!
+00 Zn
On reconnait la série de 'exponentielle: elle converge et sa somme est Z — =
n=0
Z}'l
3. Lasérie Z ——— est associée a la suite des coefficients (a,) ey 0UVREN, a, =
n=2 NN —
o (22N L X
4. Lasérie Z ETTE est associée a la suite réelle (a;) ey o VREN, a; =
n+
+00 xn
| EXEMPLE N° 2| Donner le domaine de définition de la fonction de la variable réelle x o1 | f: x— Y —
n=1 1

| SUITE EXEMPLE N° 1| Déterminer le rayon de convergence pour chacune des séries entiéres de 'exemple 1.

| EXEMPLE N° 3| Déterminer le rayon de convergence des séries

i sin(n
1) ¥ sin(n)x" 2) Z(——Arctan(n))x” 3) Zﬁx”
2 172020
+00 +00 +00 xn
] EXEMPLE N° 4\ Des exemples a connaitre: Calculer les sommes Z nx", Z n’x" et Z — pour |x| <1
n=1 n=1 n=1 n
(- n +00 x2n
En déduire la valeur de )_ etlavaleurde ) (-1)"—
n=1 n n=1 n

+00 _1 n
| EXEMPLE N° 5| Soit la fonction f d’une variable réelle x définie par: f(x)= Y _ D
= m+)@2n+l)

n

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

+00 (_1)n+1 +00 (_l)n
2. Démontrer que, pour x €]0,1[ : )=y ——x"+2 n
aue b 1030 7 ,;0 n+1 ,;02n+1

1 2
3. Justifier alors que, pour x €]0,1[: f(x) = ~ In(1+x)+ 7Arctan VX
X

+00 (_ 1)71
4. Déterminer alors la valeurde )| —————
—m+DEn+1)

] EXEMPLE N° 6 \ Déterminer les développements en série entiere en 0 de f lorsque

1-x
1. f(x) _ln(m) 2. f(x)=Arctanx 3. f(x) =

1
L (3 méthodes possibles)

sinx
] EXEMPLE N°© 7 \ Prouver que la fonction sinus cardinal d’expression f(x) = —— pour x # 0 se prolonge par conti-
X

nuité en une fonction de classe C* sur R
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CHAPITRE X SERIES ENTIERES

EXEMPLE N 8 |

1

Un contre-exemple: On considere la fonction f définie sur R par: f(x) = e x2 six # 0 et f(0) =0 sinon.

1. Démontrer que f est C* sur R avec " (0) = 0 pour tout n € N.

On pourra vérifier queVYn € N,3P, € RIX],Vx € R*, f"(x) = T
b

2. Quelle est la série de Taylor de f ? En déduire que f n’est pas développable en série entiere au voisinage de 0.

| EXEMPLE N° 9 | Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de (E) : xy"+2y' +xy =0

/
] EXEMPLE N° 10 \ En utilisant que [x — e*] est 'unique solution du probleme de Cauchy { i (0_)): 1 retrouver le

développement en série entiere de la fonction exponentielle.

| SUITE EXEMPLE N° 7 | Reconnaitre la fonction développable en série solution de xy” +2y'+xy = 0 vérifiant y(0) = 1
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CHAPITRE X SERIES ENTIERES

| EXERCICES SUR LE CHAPITRE X|

EXERCICE N° 1 \ Déterminer le rayon de convergence des séries entieres
3n)! 3,

Inn 2" Ch(5n) 2n+1 1 n
1) E ')3z 2) E n 3)2 z 4) Y Arccos l_ﬁ z
2" t . .
5) E a,x" oua,= { gn :i Z :t ?r?lgair 6) Y. a,z" ou a, estla nieme décimale de

EXERCICE N° 2| Déterminer le rayon de convergence et la somme des séries entieres

2n+2
DY chomat 2y ZEDRZ2 0 g9 X 4y —x2” 5 Y 2+ 1""x"

n=0 n=0 n=0 (2 +2) n! n=0 € n=0

1
| EXERCICE N° 3] Pour 1€ N*, on note H,, la somme partielle d’ordre 7 de la série harmonique Y —
n=1

1. Montrer que H,, ~ Inn On pourra utiliser une comparaison série-intégrale

1 1
2. En déduire le rayon de convergence de la série Z (1 + > 4+t —) x"
n=1 n

1 1
3. En utilisant un produit de Cauchy, calculer la somme de la série Z (1 + > ot ;) x"
n=1

EXERCICE N° 4 \ Justifier |'existence et déterminer le développement en série entiére en 0 de:

1
1)f(x)_1—2x2+x4 Z)f(x)_(l—x)(2+x) 3)f(x)_1+x+x2

4) f(x) =In(x*-5x +6) 5) f(x) :Arctan(l_ﬂiz) 6) f(x) = e*sinx

*1—-cost
X — ——dt
fram [ 5
+00 (_l)n

| EXERCICE N° 6] On considere la fonction f de la variable réelle x d’expression  f(x) = > ﬁx
n=2 N{n—

| EXERCICE N°5] Justifier que est C* sur R et préciser les dérivées successives en 0.

n

1. Déterminer le domaine de définition de f

2. Pour x €] —1,1[, exprimer f’(x) puis f(x) al'aide de fonctions usuelles.
+00 (_l)n

3. En déduire la valeur de Z _
= n(n—1)

] EXERCICE N° 7 \ Montrer quel'équation t?y"+4ty'+2y=e’ admetune unique solution développable en série
entiere au voisinage de 0 qu'on déterminera.

| EXERCICE N° 8] En utilisant une équation différentielle au 2nd ordre vérifiée par f,
déterminer le développement en série entiére en 0 de f = [x — sh(Arcsin x)]

ag=dad) = 1
| EXERCICE N° 9] On considere la série entiére Y a,x" ot an
Vnz=0, aye2 = ape +
n=0 8 " n+2

1. Montrer que, pour tout n € N: 1 < a, < n+2 et en déduire le rayon de convergence R
+00 +o00o ap 2
2. Onpose f(x)=) apx" et gx) =) ——x"*
= n—on+2
Justifier que g est aussi définie sur | — R, R|[
Etablir une relation liant f(x) et g(x) sur] —R,R]

Montrer que g est solution sur | — R, R[ d'un probléme de Cauchy du premier ordre qu’on déterminera.

B o TP

Résoudre ce probleme de Cauchy et en déduire les expressions de g(x) puis f(x)
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