PT 2025-2026 : Correction du DS n°5

’ Exercice d’Analyse ‘

+00
1. Pour n € N*¥, prouver que f,, = [t — (sin e "] est intégrable sur ]0, +oo| et justifier que fr()dt =
0

n?+1
fn=1[t— (sint) e "] est bien continue sur [0, +oo[ avec | fn(D)] < e " or [t — e "] est intégrable sur [0, +oo[ vu que n >0
donc, par majoration, on conclut que‘ fn estintégrable sur ]0, +oo[ ‘

+00 +00 +00 ) +o0 | eli-mt e
f fn(l‘)dtzf (sint)e"”dt:f &‘sm(e”e"”)dtz%m([ e”_”)tdt) =Sm||= mais
0 0 0 0 l=n |o
Eml W T 0(n>0)d f+oof (ndt=3 (0 : ) N (n+i) :
= = n onc: =Sm|0—-——|=Sm =—
i-n li —n| V1+n2 t—+oo o " i-n n?2+1) n?2+1
*t0 sint
2. Justifier la convergence de f z—ldt
0 e’ —
sin ¢
f= [t»—» — est C% sur]0, +oo[ oi1 e > 1 donc e’ —1 #0
e —
t
EnO: f(t) ~o pial 1 donc faussement généralisée avec prolongement continue par f(0) =1
sint
En +oo: f(1) ~ 400 —— = (sin?) e~' = fi(¢) or fi est intégrable sur [0, +oo[ d’apres Q1
e
+00 1
3. Prouver que, pour ¢ >0, Z e M = -
n=1 e'—1
+00 ‘ +00 ‘ +00 . : 1-0 1
Y e =3 (e7")" est une série géométrique de raison g = e ' €]0,1[ (t>0): Y e M =e"" x — = —
n=1 n=1 n=1 I-e e'—1
+o0 gint too
4. Démontrer alors que f dr= Z On rappelle que |sint| < t pourt >0
0 et - 1 n=1 2 + 1
Sil’l t +00 +00
On écrit  S(f) = — 7= Z (sint)e "'dt = Z fn(t) etonapplique le théoréme d’intégration terme a terme
e - n=1 n=1
1) S est continue sur I =]0, +oo[ (déja prouvé en Q2)
2) Toutes les fonctions f;, sont intégrables sur I (déja prouvé en Q1)
+00
3) La série Z U converge ou U, = f | fn(t)ldt
0
le théoreme s’applique donc et on peut donc conclure que :
0 g¢int +00 +00 r+oo +00 1
a) S estintégrablesurl et b)[ dt:f S()dt = Z/ fa(®dt = Z 2 avec Q1
o e'—1 0 n=1J0 =1 he+1
Ona,pourt>0: 0<|f,()|=|sintle ™ <txe "
_ u'(t)=1
. . . u(t)=t c _— 5 1 z )t
Par intégration par parties avec V(1) = et soit e e™" ouuetvsontC' surl, on asous réserve d’existence :
=] v = —

+00 —nt

+00
e
—f 1 x dt
0 0 —-n

—nt

+00 +oo TS
f u(nv'(nde = [u(t)v(t)]g‘x’—f u’(t)v(t)dtof re Mdr=|tx
0 0 0

On justifie la convergence de deux termes sur les trois :

—n

—nt 11+o0
. I _ . .
o [u(r) 1/(t)]gOo =|tx =lim; . 00——e nt_0=0 par croissance comparee
—-n o n
1 [*e ., 1 1 s 2o
°« — e "'dt=— x — estuneintégrale de référence convergente avec o« = n >0
nJo n o n

+00 +00 1
Ainsi : f te”""'dt converge absolument et : f te""dr=0+ =
0 0 n

+00 1
Mais alors, par croissance de I'intégrale : Vi > 0, <|f,,(¢)| < te”""! entraine que : 0 < u, = [ | fr(t)ldt < —
0 n

D . 1 . .
On conclut alors, par majoration, que Zl u, converge puisque 21 — est une série de Riemann convergente
nz n=
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’ Probleme d’Analyse ‘

+00 dt
Soit x un réel, on définit, lorsque cela est possible : flx) = f o
1 V21
1
1. Pour x fixé dans R, on introduit: g,=|t— ———|.
! V2 -1

a. Justifier que g, est continue et positive sur |1, +co|
Comme t? —1 > 0 sur ]1,+oo|, [t — V' t2—1] est positive et C° sur ]1,+oo[ (par composition) et ne s’y annule pas. De

méme, pour tout x réel,

1
t— F] = [t — e‘xmt] est aussi C°, positive sur |1, +ool et ne s’y annule pas.

Aussi, par produit et quotient, | g, est C? et positive sur ]1, +oo|

b. Montrer que la fonction ch réalise une bijection de ]0,In(2 + v/3)[ dans ]1,2[.
2 dt

1 V-1

D’apres le cours, ch est C et strictement croissante sur ]0, +oo[ donc aussi sur I =]0,In(2 + v/3)[ :
elle réalise donc une bijection de I dans J =] ch0,ch(In(2 + v/3))[

1
2+V3+——
v3 2+¢§_4+4v§+3+1_4@+v§)_2

2 22+v3)  2@+v3)
donc| ch réalise une bijection de ]0,In(2 + v/3)[ dans 11, 2]

En déduire que converge et préciser sa valeur.

or ch0=1 et ch(n@+v3)=

2 0 1
On pose t = ch u dans I'intégrale [ .Pourlecalcul: t=chu, dt=(hw)du, u ,
1 V-1 In2 +V3) 2
Le théoréme de changement de variable s’applique puisque la fonction ¢ = ch est de classe C!, strictement croissante
2 In(2+v/3) shu
et bijective de |0,In(2 + v/3)[ dans 11,2[ alors f ala méme nature que f —————du mais:
1 Vi2-1 0 ch®?u-1

fln(2+\/§) shu In@2+v3) ghy
——du= e —
0 Veh?u-1 0 sh®u

2 q 2
Ainsi, on peut conclure que f converge et que f
p q L Vo1 g q .

In(2+v/3)
du =gshu>0 f du=In(2++v3) estbienune intégrale convergente
0

=In@2+V3)

2-1

2
c. Endéduire que f g« (t)dt est convergente pour tout x réel.
1
Avec 1a),g, est C° et positive sur ]1,2] et, pour x réel fixé :
1

tzz_ 1 2

donc, par le critére d’équivalence : f gx(t)dtet f
1 1

tF=e*nt ., 1 f=1=> 8x() ~t—1 et ces expressions sont positives sur ]1,2]

dr
V-1

2 t 2
Mais f = converge d’apres 1)b) donc f gx(t)dt est convergente pour tout x réel
1 Vi2—1 1

ont la méme nature.

+00
d. Démontrer que / g+ (t)dt converge si et seulement si x > 0.
2

Avec 1a), gy est C° et positive sur [2, +oolet: 2 — 1 ~ o0 2= VEZ—1= (2= 1)2 ~00 (D)2 = (car ¢>0)

aussi : gx(f) ~1oc0 e = i > 0 Par critére d’équivalence, ] g« (t)dt et fz

est une intégrale de Riemann avec a = 1 + x qui converge si seulementsia=1+x>1< x> 0.

= ont la méme nature. Or, la 2nd

+00
Conclusion : f gx(t)dt converge si et seulement si x >0
2

e. En déduire le domaine de définition I de f c’est a dire les valeurs du réel x telles que f(x) existe.
2 +00 +00
Si x > 0 alors [ g« (ndt et[ g+ (t)dt convergent donc f(x) = f gx(t)dt converge. Aussi :]0, +oo[c I
1 2 1

2 +00 +00
Si x <0 alors f gx(t)dt converge etf gx(t)dt diverge donc f(x) = f gx(t)dt diverge et : 1 c]0, +oo[
1 2 1

Finalement, ‘ [ est définie sur ]0, +oo[ ‘
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2. Enposant t = chu, calculer f(1) et f(2).

© 1 2e* ‘ la dérivée d shx ‘ 1 )
n pourra remarquer que — = ———— et que la dérivée de x— —— est x —
P querd chx 1+ (e¥)? d chx ch? x
+00 dt +00 dt
On veut calculer f(1) = f — et f(2)= f ——— qu’on sait convergente par la question 1.
1 tV/1-¢22 1 2y1-72

Onpose t=chu cequiestpossible car le théoreme de changement de variables s’applique puisque la fonction ¢ = ch
est C! et strictement croissante donc bijective de 0, +oo[ dans ] 1, liIP ch u[ =]1, +oo
Uu—+0oo

+00 +00
Pourlecalcul: t=chu, dt=hu)du, u 0 )

La nature convergente des intégrales f (1) et f(2) a déja été prouvée puisque 1 >0et2>0etona:

+0o h +00 h +00 2 u
f =f L du:shu>0f s du:[ ydu= [ZArCtan(eu)]+oo=2X 272 3=[3=/0
0 chu 0 0 0

Vel u-1 chuxshu (e")2+1 2 4 |2

+00 w

. shu . e
= uliglmm =|1= f(2) |puisque shu ~ — T chu

shu

chu

@ f - shu 4, f RN
= - — :Shu>0 9 =
0 ch?uvch®u-1 o ch®u

0

3. Vérifier que f est positive et décroissante sur I.
+00
On a vu que g, est C° et positive sur ]1, +oo[ donc, par positivité de I'intégrale, f(x) = f gx()dt = 0 pour x > 0.
1
1 1
Deplus,pourt>1, -Int<0Oaussi:0<x<y=—x(nt) =2 -y(lnit) = = = = par croissance de I’exponentielle.
= g (1) = g, (1) puisque V1 -2 >0
alors, en intégrant sur |1, +oo[ ce qui est possible pour y = x > 0 puisque les intégrales f(x) et f(y) convergent d’apres 1,
on a, par croissance de l'intégrale : f(x) = f(y) pour 0 < x < y ce qui prouve que f est décroissante sur I.
En définitive, ‘ f est positive et décroissante sur I ‘

4, Soitxel.

+00
a. Démontrer que: f(x)— f(x+2) = f 572/ 12— 1d¢
1
Pour x>0:

+00 dt +00 dt +00 1 1
- fx+2)= | - de= [ ( - )
U ! 1 t*VEE—-1 J1 22 1 V2 -1 22 ]

(C’est possible car 2 des trois intégrales sont convergentes (f(x) et f(x +2) convergent puisque x > 0 et x +2 > 0)

+00 t2 -1 +00 t2 -1
soit f(x)— f(x+2) :f —dt= f X2V 2 —1dr= fx) - f(x+2) uisque =vVt2-1
f&x)-f | pmyEy . f&x)-f puisque —ro—

Remarque : la convergence de la 3éme intégrale est assurée par la linéarité

dt par linéarité.

b. Démontrer larelation: f(x+2) = 1 f(x). On pourra réaliser une intégration par parties.
X

+00 dt +00 1 2t
Méthodel:Pourx>0:f(x):f —=[ T x —dr
1 V-1 N 2Vt -1

On réalise une intégration par parties (IPP) dans cette intégrale :

2t
u’ )= ———— =2 _
avec (2) 2V 2 -1 soit{ u,(t) ==l _4_p olulesfonctions u et v sont Clsur]l, +oo[
v(t) = t_x_l vV =—(x+1Dt
V12 1 . oo
u(Hv(t) ~+00 prs) ~to0 pr P Ocarx>0 et u(Hv(r) T 0 aussi [u(f)v(r)];>° converge vers 0

On sait que I'intégrale f(x) converge et [u() v(t)];roo converge vers 0 donc I'IPP est possible et on a :

+00
f(x):O—f —x+ 1)) 2V 2 - 1dr = (x + 1)(f(x)—f(x+2))©(1—(x+1))f(x):—(x+ Df(x+2)
1

X
i==2 f(x+ 2)= mf()(f)
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+00 4 /t2 -1
Méthode 2 : On réalise une intégxraltion par parties (IPP) dans f Wdt =f(x) - f(x+2)
T 1
W=r*? ) uh=—— Ny P
—_ - + —_Y —
{ v(t)=m soit Vo) = bY; _ t ou les fonctions u et v sont sur |1, 4+oo[ (—x—1#0 car x> 0)
2VtE—-1 V-1

On sait déja que I'intégrale de départ converge (par la linéarité dans la question précédente)
+
Convergence de [u(t) v(t)] . *2

t—x—l t—(x+1) \/ﬁ X e—xln t
u(Hv(t) = VIE2—1~; o0 — ~ oo — =— Ocarx>0
—xII x+1 x+1+oo xX+1 t—+oo
u(r)v(r) =—me‘(“mm\/ -1 t——1—>0aussi u(fjv()| ~ converge vers0.
+oo p=x-1 t 1 [t dt
LTIPP est donc possible et on a : x)— f(x+2 :O—f X dt = / e
p Fo =1t ) 1 —-x—1 -1 1+xp V1= 2
Ainsi: f(x) f(x+2)—f(x) @f(x+2)—(1 1 )f(x)@ fx+2)= al fx)
’ T 1+x B 1+x T x+1

5. a. Pour x réel strictement positif, on pose : ®(x) = xf(x) f(x+1). Prouver que: ®(x+1) = D(x).

Pourx>0:d(x+1)=(x+Df(x+Df(x+2)=f(x+D) x (x+1)f(x+2) = f(x+1) x xf(x) avec4bsoit‘d>(x+1) =d(x)

b. Vérifierque:VneN*, f(n)f(n+1) = %

b
La suite (d)(n)) » est donc une suite constante aussiona: VneN*, ®(n) =®(1)=1x f(1)f(2) = 7 d’apres 2.

ne

018
Aussi, en divisant par n # 0, on abien:|VrneN", f(n)f(n+1) = on

b
c. Endéduire que: f(n) ~1c0 o™
n
Attention! On ne peut pas écrire n ~1o, 1+ 1= f(n) ~10 f(n+ 1) car on ferait de la composition d’équivalent...
Comme f est décroissante sur ]0, +oo[, on a, pour n € N* :

fn+2) < fin+) < fomy = L0+ fr+l)

< < 1 puisque f(n) > 0 (on a le strictement avec 5)
f(n) f(n) puisque f
1 1
Aussi, avec 4b) : n < fn+1) < 1d’ou, par le théoréme des gendarmes: lim iR =le f(n+l)~ f(n)
n+1 f(n) n—+oo  f(n)

7 s T X . . . L
Alors, avec 6b, ona: f(n)° ~1 o0 =>|f(n) ~to0 5 (en passant a la racine ce qui est autorisé avec les équivalents)
n n

6. Ne traiter cette question que si tout le reste a été traité
Donner I'expression de f(2p) pour p e N* etde f(2p + 1) pour p € N a I'aide de factorielle.
2p-2 2p-2)2p—-4) 2p-2)2p—-4)...2
2p)=f(Cp-2)+2)= @2p-2)=—"— """ T fRp-4)=---=
fep)=f(ep ) 2 _1f p (2p—1)(2p—3)f g 2p-1)(2p-3)...1
_@2p-1D2p-3)...1

2p—-1
Cp+)=f(Cp-1D+2)=—f2p-1)=---= (D
rep fl@p ) 2y J@P epep-2..2 "
On ajoute les termes d’indice pair manquant au dénominateur de f(2p) pour avoir (2p — 1)! et au numérateur de f(2p + 1)
2

((2p—2)(2p—4)...2) 2p)!
- 2
@p-1) (emep-2..2]
On factorise les 2 dans tous les termes du carré (il y a p — 1 fois 2 en facteur pour f(2p) et p pour f2p +1)) :
4P 1 (p-1)? ep)! =«

2
(ZP*I(p—l)!) 2p)!
_ept _
ep=D et f(2p+1)_—(2pp!)2><2.A1n51. f(2p)_—(2p—l)! et [f@Cp+1])

f@

pour avoir 2p)!: f(@2p) =

¢
x1 et f@2p+1)= XE

fep) =

Tar(ph? 2

ce qu’on démontre rigoureusement pour p € N* avec une récurrence simple sur p.
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’ Probleme d’Algebre ‘

Il s’agit d'une grande partie du second probleme du sujet Maths A 2024
Pour tout entier naturel 7, on note R, [X] I'espace vectoriel des polynémes de degrés inférieur ou égal a n.
2 2 3
Soit ¢, I'application définie sur (IR3 [X]) par: V(BQ)e (R3 [X]) , 9®Q =Y PHQK)
k=0

3
On considere également les polynomes L, (x) = H

T pour p € {0;1;2;3}

k=0
k#p
1
1. a. Vérifier que LX) = -~ X-DX-2)(X-3)
Par définition : Lo (X) X-1 X-2 X-3 (-1)3 1 X-1)(X-2)(X-3) & |LyX) 1(X DX -2)(X-3)
ar définition : = x x =(-1)'—X- = = =——X- = =
0 0-1 0-2 0- 2x3 0 6
b. Ecrire de méme L; (X), Lo(X) et L3(X)
L (X) X  X-2 X3 ( 1)2—1 X(X —2)(X - 3) soit| Li(X) 1X(X 2)(X —3)
= X X = (= — — 1 == - -
! 1-0 1-2 1-3 1x2 ! 2
Lo(X) X  X-1 X3 ( l)llX(X 1)(X —3) soit| L»(X) IX(X DX -3)
= X X =D = —3) soi =—= - -
2 2-0 2-1 2-3 2 2 2
L3 (X) X-1 X-2 XX —1)(X —2) soit| L3 (X) 1X(X (X -2)
= X X = = —2) soi =-XX- -
3 3-0 3-1 3-2 3x2 3 6
c. Déterminer les valeurs L, (k) pour tout (p, k) € [0, 3]2
. ) 2 | Osip#k
En évaluant: |V(p,q)€[0,3], Lp(p)—{ =l
2. a. Démontrer que ¢ est un produit scalaire du R3[X]. On notera | || la norme associée.

On vérifie que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive
—— —— ——

1 3 )

(5)

——
(5)

(1) Pour (PQ) € R3[X]2, p(P,Q) est défini et c’est un réel (somme de 4 nombres réels)

(2) Par définition, on a clairement @ (B, Q) = ¢ (Q,P) pour (P,Q) € R3 [X]2 par commutativité du produit de réels.

(3) Puisque @ est symétrique, il suffit d’établir une linéarité a savoir :

3
V(BQ1,Q2) eR3[XI3, VaeR, @®aQ;+Q) =) P(k) (O(Ql(k) + Qz(k))

k=0~

J

aP (k)Q1 (k)+P (k) Q2 (k)

3 3
=) PK)Qi(k)+ Y P(k)Q2(k) =ap® Q1)+ (B Qo)

k=0

k=0

On peut distribuer les sommes puisqu’il s’agit de somme finie.

3
(4) On vérifie que, pour P € R3[X], (B P) = Z P(k)2 = 0 (somme de réels positifs)

(5) On vérifie que, pour P € R3[X] :
Or:

k=0

@eEBP)=0=>P=0
9(BP)=0e Y} _P(k)?=0< VYke[0,3], P(k)* =0« P admet pour racines les réels 0, 1, 2 et 3

(somme nulle de nombres positifs)

Le polynome P admet donc 4 racines distinctes or deg(P) < 3 donc P est forcément le polynéme nul.
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b. Vérifier que (Lo, L1,L2,L3) est une base orthonormée de R3[X] pour ce produit scalaire.

3
Pour (p, q) € [0,3]%, ona: @([Ly, Ly = Z Ly(k)Ly(k) =L, (p)Ly(p) car Ly (k) =0si k# p aussi @(Ly,Lg) =1xLg(p)

: k=0
(1) : Z 7_5 ”j et la famille (Lg,L;,L,,L3) est orthonormale.

Mais, une famille orthogonale (et donc a fortiori orthonormale) est une famille libre aussi (Lo, L1, Ly, L3) est une famille
libre de R3[X] avec Card(Lg,L;,Lo,L3) =4 = dimR3[X] aussi (Lo, L;,L2,L3) est une base de R3[X]
Finalement : ‘ (Log,L;,Ly,L3) est une base orthonormée de R3[X] ‘

Déslors: @(Lp,Lg) = {

c. Soit Q un polynome de R3[X]. Exprimer en fonction de Q, les coordonnées de Q dans la base (Lg,L;,L»,L3)
Méthode 1 Puisque 1la base (Lg,L;,Lp,L3) est orthonormée, les coordonnées de Q sont
((P(Q,Lo),tP(Q,Ll);(P(Q,Lz),(p(Q,Lg)) d’apres le cours.

3
Mais, pour p € [0,3] : @(Q,Lp) = Z Q(k)L,(k) =Q(p)Ly(p) =Q(p) x 1 =Q(p) avec Qlc
k=0

Finalement, les coordonnées de Q dans (Lg,L;,L2,L3) sont (Q(O), Q(),Q2), Q(3))

Méthode 2 On sait que : 3!(xg, X1, X2, X3) € R*, Q(X) = x9Lo(X) + x1L1(X) + x2L2 (X) + x3L3(X)

En évaluant pour X=0,ona: Q) =xpx1+x3 x0+x, x0+x3x0=x]

En évaluant pour X=1,ona Q(1)=x; EnévaluantpourX=2etX=3,ona Q@2)=x; et Q(3)=ux3
Les coordonnées de Q dans (Lg,L;,L,,L3) sont (Q(O),Q(l),Q(Z), Q(B))

3. Déterminer une base orthonormée de R; [X] pour le produit scalaire ¢
On sait que R, [X] = Vect(1,X) aussion utilise le procédé de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée (Qy, Q2)
a partir de (1,X).

1
On sait que lem or 1 =/¢(1,1) =v1+1+1+1=2 s0itQ; =~

[a—

\S)

U 1 1 3

Ensuite: Q)= IIU2|| ol U2=X—(p(X,Q1)Q1:X—Z(p(X,l)l=X—Z(0+1+2+3)=X—z
2

) 3)2 12 (1)% (3)? 9 1 10 . 1 3

et [|[Uzllc=[-=] +|—-=] +|=] +|=] =2x—-4+2x—-=2x—=5 dou Qy=—|X-—=

2 2 2 2 4 4 4 \/5 2

1 1 3
Une base orthonormée de R; [X] est (Q1,Q2) o Q= —-etQy = — (X— —)
2 V5 2

Lespace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repere orthonormé (O,

—> —
U, J).
On considéere désormais 6 réels a, b, yo, 1, y2 et y3 etla droite & d’équation y = ax + b.

Pour tout p € [0,3], on note M,, le point de coordonnées (p, yp), Ny, le point de 2 dont I'abscisse est p et d), la longueur du
segment [M,N].

3
On pose alors 8(a,b) = ) d;,
p=0

Lobjectif est de déterminer les valeurs a et b (si elles existent) pour lesquelles &(a, b) est minimale.
Voic un schéma qui illustre les données précédentes avec yp =1, y; =4.5, yo=1.5, y3=4eta=1letb=2
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3
4. Vérifier que d(a, b) = (yp—ap- b)?
p=0

On sait que, pour p € [0,3], M, a pour coordonnées (p, y,) et N, a pour coordonnées (p, ap + b) (puisque sur 9)
3 3
Alors : dlz, =(p-p)P?+(yp—(ap+ b))2 =(yp—ap-b)* et parsuite: d(a,b) = Zodl% = Zo(yp —ap-b)?
p= p=
5. a. Démontrer qu’il existe un unique polynéme Q de R3[X] dont le graphe passe par les points My, M, M, et M3.
On pourra utiliser les polynomes L, pour p € [0, 3]
Le polyndme Q = yoLo + y1L1 + y2Lo + y3L3 vérifie Vk € [0,3], Q(k) = yx donc son graphe passe par les points My, M, M,
et M3. (Il y a bien existence)
Prouvons I'unicité : si Q; et Q2 répondent tous les deux au probleme alors Q; — Q2 admet pour racine les 4 réels distincts
0, 1, 2 et 3 or Q; — Q2 est un polynéme de degré inférieur a 3 aussi Q; — Q; est forcément nul soit Q; = Q; (Il y a bien
unicité)
b. Démontrer que 5(a,b) = |[Q —H|? ot HX) = aX + b
Onsaitque: Vpel[0,3], Q(p)=ypetH(p)=ap+bdou(Q-H)(p)=y,—ap-b
3 3

De sorte que: [|Q-HJ|?>= Z Q-H)(p)? = (yp—ap- b)?>=8(a,b) d’apres5
p=0 e

p
c. En évoquant la distance d'un vecteur a un espace vectoriel bien choisi, en déduire I'existence d'un minimum pour & et
que celui-ci est atteint en un unique polynéme Hy. On précisera le lien entre Q et Hy
On cherche a calculer inf{8(a, b) | (a,b) € R*} = inf{|Q-H|I* | He R, [X]} = d(Q,R;[X])*> Or, on sait, d’aprés le cours,
que cette borne inférieure est atteinte lorsque‘ H = Hj avec Hy le projeté orthogonal de Q sur R; [X]

3 3
Dans la suite du sujet, onpose Y= )Y y,etXY= Y pyp
p=0 p=0
6. a. Exprimer Hy en fonction de ¢, Q et les polyndmes obtenus dans la question 3.

En utilisant la base orthonormée de R3[X] de la question 3, on sait que : ’ Hp = ¢(Q,Q1)Q1 +9(Q,Q2)Q2 ‘

b. Déterminer Hy en fonction de Y et XY
¢QQD=20Q D=0ty +p+y)=5Y et

@Q)=—=p(QX-3)=—
(P y 2 \/E(P ) 2 \/5

. 1- 1(— 3-— 3
Finalement: |Ho=-Y+ - (XY— —Y) (X— —)
4 5 2 2

i 3
((P(Q,X)—g(P(Q,I))Z (0xy0+1><y1+2><y2+3><y3—%Y): (XY_EY)

Sl-

L
V5
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Remarques suite a la correction des copies en Analyse

Bilan Global : Deux copies excellentes performent au dela de 17 (17 et 17,4) creusant un écart significatif sur un groupe de 44
bonnes copies autours de 14 (entre 19,9 et 14,6). On trouve ensuite 5 copies qui performent un peu au dessus de la moyenne
d’épreuve (entre 10,1 et 11,6)On trouve ensuite 5 copies a la moyenne d’épreuve ou légérement en dessous (entre 8 et 9,1) qui
limitent la casse. Les copies restantes réalisent des contre-performances : 3 copies faibles sont autour de 7 (entre 6,8 et 7,2)
puis 5 copies tres faibles autours de 5 (entre 5,5 et ,2) et 3 copies clairement insuffisantes autours de 3 (entre 2,6 et 3,4)

1.

Exercice d’Analyse

Trés décevant alors que c’est une question qui a été traité en TD
Des grosses erreurs dans le vocabulaire quirisquent d’étre lourdement pénalisées a I'écrit :
une fonction f estintégrablesurI mais une intégrale f f(t)dt converge (absolument)
Lorsque vous écrivez « | f ()| converge en +oo », vous dite « tlim | f(2)] existe » ce qui n’est pas la méme chose que 'intégra-
—+00

bilité de f en +oo...
Je rappelle que l'intégrabilité de f revient a prouver la convergence absolue de I'intégrale autrement dit il faut établir :

la continuité de f surl et laconvergence de f |f(n)dt
I

Bien souvent, vous avez annoncé une singularité en 0 alors que la fonction f;, est continue en 0...

En +oo, la majoration | f,, ()| < e "*! issue de la majoration usuelle |sin 7| < 1 permettait de conclure a 'aide de I'intégrale de
+00

référence f e %dt
0
Pour le calcul, on peut utiliser un passage en complexe (voir corrigé) ou bien une double IPP (plus long) :

/ .
u'(t) =sint . | u(t)=-cost R ..
{ v((t))— ont ' { y’((t))——ne"” ot u et v sont C! sur [0, +ii[

+00 +0o0
f sin(t)e"”dt:f u'(Nv(ndt converge et [u()v(1)]§™ = [—cos(t)e™"!]§> = 0— (~1) (cos borné en +oco et n.>0)
0 0

+00 +00 +00

Aussi : f sin(f)e”™dr=1 —f ut)v'(Hder=1- n[ cos(t)e”dr est possible (2 termes sur 3 convergent)
0 0 0
u()=cost , . [ ui(r)=sint . ..
{ vll(t):e"” d { v (1) = —ne"t ot u; et vy sont C! sur [0, +ii[

+00 +00
f cos(t)e_'”dt:f u’l(t)vl(t)dt converge et[ul(t)vl(t)]g"o: [Sin(t)e_m]aroo=0—0(sinb0rnéen+iietn>0)

0 0

+00
Aussi:f sin(t)e "'dt = l—n(O—f
0 0

+00 +00

+00
uy () vi(t)dt) =1-n (O+ nf sin(t)e_’”dt) =1- nzf sin(f)e”""'dt
0 0

+00 +00
qui permet d’obtenir en réordonnant : (1 + nz)f sin()e Mdt=1e f sin(f)e” "'dt = o2
0 0 n

Grand classique : En général, vous avez]’argument de continuité et le prolongement par continuité en 0 (Mis a part quelques
horreurs vues sur les équivalents usuels sin(t) ~g t et e =1 ~q t...)

+00 dl
Dans le méme genre, f e~ 'dt n’est pas une intégrale de Riemann! Les intégrales de Riemann sont du type f e avec
0

dt
soit un singularité en 0 soit en +oo ou éventuellement f —an pour un singularité en a...
alt—a

Vos arguments pour la singularité en +oo sont plus confus :

L. sint 1 1 . e .. sint 1 1 1
- vous écrivez souvent | — S ——— ~+c0 —; alors qu'il serait préférable d’écrire | — S ————et— ~ 400 —7 Carvous
el—1| e'-1 e et — el—-1 e'-1 e
utilisez d’abord un critére d"équivalence pour obtenir I'intégrabilité de |t — en utilisant I'intégrale de référence
e —

+00
f e~ 'dt puis un théoréme de majoration pour obtenir I'intégrabilité de votre fonction
0

- on pouvait n'utiliser qu'un critére d’équivalence en comparant avec la fonction fj (voir corrigé)

La encore, une question traitée a de nombreuses reprises en TD ou il faut reconnaitre une série géométrique en précisant
bien la raison g, en vérifiant le critére de convergence |g| < 1 et en utilisant la formule de la somme avec gestion du premier
terme.

Il s’agit bien stir d’appliquer le théoréeme d’intégration terme a terme. Vous devez :

- identifier clairement la fonction S, les fonctions f;, et 'intervalle I

- énoncer clairement le théoreme ou on doit distinguer le lien logique (Si...alors... ou bien =), les 3 hypotheses et les 2
conclusions

- vérifier la validité des hypotheses (en utilisant éventuellement les questions précédentes)

- conclure a I'aide des conclusions du théoréme et des calculs précédents
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1.

a.

Probleme d’Analyse

C’est souvent trés incomplet...Voici (en souligné) les arguments qu’on doit retrouver dans votre rédaction :

- I'argument ¢ > 0 sur |1, +oo[ assure la définition, la continuité de [t — t*] = [t — exlnt

Lorsque x est un réel quelconque, * n’est définie que pour 7 > 0. C’est différent pour " ot n € N* définisurRpar: " =t x rx---x ¢

-I'argument #> — 1 = 0 sur ]1, +oo| assure la définition et la continuité de [t — v/ t2 — 1] par composition

Attention, il faut un argument de continuité et pas seulement la définition de l'intégrande!

-largument > — 1 # 0 et t* # 0 assure la continuité de g, par quotient

- ces fonctions sont positives de par leur définition (exponentielle et racine carrée).
11 faut mettre en avant les hypothéses du théoréme de la bijection :
continue et strictement monotone sur un intervalle.

Toute référence a la positivité est hors sujet pour établir la bijectivité : le correcteur doute alors de la connaissance exacte du théoréme de la
bijection par le candidat

1l fallait aussi établir que I'image de 10,In(2 + v/3)[ est ]1,2[ par ch avec ch0 = 1 et en vérifiant ch (In(2 + v/3)) =2

Le changement de variable ¢ = chx n’était pas donné mais fortement suggéré par le sujet puisqu’ on demandait
explicitement de vérifier 'hypothése de changement de variable (mais encore faut-il la connaitre...)

On peut regretter, dans vos copies, que la question de la convergence des intégrales est totalement négligée : elle s’ob-
tient par le théoréme en étudiant la convergence de I'intégrale post-changement de variable. Le calcul de I'intégrable

post- changement de variable s’appuie sur | les relations du cours ch? x — sh? x = 1 et sh.x > 0 si x > 0 | (voir corrigé) et il
se trouve que celle-ci est bien convergente (elle n’'est méme plus généralisée).

Tres peu traitée : la question incite pourtant a utiliser la convergence établie en b) pour obtenir 'intégrabilité en 1 de g
2
(d’ou I'étude de / gx(1)de). Il s’agit donc d’étudier 'expression g, (¢) lorsque ¢ est proche de 1 : ce qui ne pose pas de
1

difficulté si on utilise ¢* = e*™* . On peut alors repérer t* ~,_.; 1 et obtenir un équivalent (voir corrigé) ou bien utiliser

1 1
une majoration: r€]1,2]=1In(f)>0etx>0dotuxInt>0=>">1=> —<1=>g(f)<—— carvVrr-1>0
t* Viz-1

Que vous utilisiez le critére d’équivalence (comme dans la correction) ou le théoréme de majoration, ’hypothese de
signe g.(f) > 0 est nécessaire (et elle a été adroitement prouvée en question 1). Attention aussi aux HORREURS du

style :
1 1
e ——— n’a pas pour primitive Arccos ¢t ou Arcsin ¢ car Arcsin’(f) = — Arccos’ () = ——— pour t €] — 1,1
ViZ-1 Vi-2

e« f f g converge car f f et f g convergent » est une énormité comme le souligne le contre-exemple :
I I I

Lde ! 1 L dr
— converge mais [, — x —dt = [, — diverge.
fo 7 g Jo i Jo = g

7

1
On étudie cette fois I'intégrabilité en +oo : il s’agissait d’obtenir gy (#) ~;— 400 —

x prialvery et de conclure a nouveau
avec le critere d’équivalence. N’oubliez pas de mettre en avant ’hypothese "signe constant”" quand vous appliquez le
critere d’équivalence.

Question traitée de facon incomplete en général : il s’agit de donner les réels x pour lesquels f(x) existe et s’assurer qu'il
n’'y en a pas d’autres. Dire «Si x > 0 alors f(x) CV» permet seulement de justifier ]0, +oo[c Dy

11 fallait aussi établir que f(x) DV lorsque x < 0 ol 'une des intégrales converge alors que 'autre diverge conduisant a
‘intégrale f(x) divergenet

On pouvait aussi travailler par équivalence au vu de la définition de la convergence des intégrales du programme :

2 +00o
f(x) converge & f gx(t)dtgtf gx(1)dt convergent (en méme temps) < xeRetx>0< x>0
1 2

2. Cette fois le changement de variables ¢ = ch u est donné (et plus sous-entendu comme en 1b).

L'égalité des intégrales est vérifiée puisqu’on sait qu’elles sont convergentes aussi il fallait bien insister sur I'utilisation du
résulat « f(x) cvsi x > 0» prouvé en question 1.

La encore, une forte pénalisation pour les candidats qui ne connaissent pas la relation ch? u —sh? u = 1.

I1 s’agissait ensuite de calculs classiques de primitives largement suggérées par le sujet.

La positivité de f découle du résultat de positivité de I'intégrale sachant que gy est positive d’apres 1a.

Pour la monotonie : beaucoup d’argument bidon du style « f est décroissante donc f f est décroissante » totalement FAUX.

*dt
Il suffit de penser aInx = f - ol In croit alors que [f — %] décroit!
1
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En fait, beaucoup de confusions/imprécisions sur le choix de la variable x ou ... La décroissance de f, fonction de la
variable x, s’entend donc selon la variable x et il s’agit donc de montrer que: 0<x<y= f(x)> f(y)

Cela s’obtient facilement en comparant g (7) et gy (#) a ¢ fixé dans ]1, +oo[ puis en intégrant les inégalités sur ]1, +oo[ sans
changer I'ordre a cause du théoréeme de croissance de 'intégrale (voir corrigé).

Le calcul de f’(x) serait possible en utilisant les théorémes d’intégrales a parametre (voir plus tard dans I’année). Toutefois,
vu le nombre d’hypotheses a vérifier pour I'utiliser, je doute que cela soit vraiment une bonne idée...

4. a.

b.

5. a.
b.

Assez bien traité en général sauf que vous ne justifiez pas, en général, I'utilisation de la linéarité de I'intégrale en pointant
que 2 (au moins) des 3 intégrales convergent.

Je donne deux démonstrations : soit en réalisant I'TPP sur f(x) — f(x + 2) soit en réalisant I'IPP sur f(x +2)

Attention a bien rédiger vos IPP en justifiant la convergence de 2 termes sur 3 ou en travaillant sur [€,A] c]1, +oo[ puis
en faisante — 0 et A — +oo0.

Bien réussie quand elle a été abordée : il suffit d’utiliser la relation 4b.

Des raisonnements bien compliqués avec des récurrences alors qu’il suffit de relier la question a la précédente : on veut
montrer que Ve N*, nf(n)f(n+1) = il < ®(n) = il or on sait ®(n + 1) = ®(n) autrement dit que la suite ((I)(n)) -l est
constante : VrneN, ®(n) = ®(1) = f(1) f(2), valeurs calculées en Q2 justement. "

Il s’agit de démontrer d’abord que f(n+1) ~1o0 f(1)

Premier piege : Attention, bien siir, a ne pas composer les équivalents!

n+l
n~i00 N+ 1n'entraine pas f(n+1) ~4o0 f (1) Contre-ex: =e " 1
n—+oo
Deuxiéme erreur : Uy ~vp=> lim u,= lim v, (ielle existe)
n—+oo n—+oo

. .. . . 0 oo
Par contre, réciproque fausse dans les cas ot la limite vaut 0 ou co (Pb des formes indéterminées 0 ou —)
(e,0]

. 1 . 1 1 1 . . 2 . 2
Contre-ex: lim — = lim —Zmals—%— lim n= lim n“maisn#<n

n—+oo n n—+oon n nz n—+oo n—+oo
Parcontre: lim u,= lim v,=0#0=>u,~{~v, = u, ~v, partransitivité
n—+o0 n—+o0 e

La question a di également étre classante :
f(n+1)
fn

qui tendent vers 1 (voir corrigé). On a alors I'équivalent f (n)? ~ oo o avec 6b qu’on passe a la racine (élévation a une
n

n
il s’agissait d’exploiter la décroissance de f et la relation f(n+2) = P f(n) pour encadrer par deux suites
n

puissance autorisée) pour obtenir I'équivalent voulu.

6. Une question "technique" mais classique qui aurait sans doute servie de question classante sur les bonnes copies. On va
retrouver ce raisonnement classique sur les séries entieres.

10/12 LERQY - PT Paul Constans



Remarques suite a la correction des copies en Algebre

Le sujet proposé est la presque totalité du second probleme de I'épreuve mathématique A de 'année 2024.
Nous disposons donc du rapport du concours dont je reprends (en italique) des extraits :

3.

a. Saufexceptions, les candidats ont pris soin de détailler les étapes

b. Peu d’erreurs a l'exception des écritures incorrectes : X x —(X —2) x — % X-3)ouXX-1NX-3)— %
Autrement dit, le jury attend des écritures simplifiées et lisibles des polynomes!

c. Dans une question comme celle-ci, il est conseillé de faire figurer sur la copie au moins les premiers calculs puis d 2abréger.
Il était important de repérer la distinction entre L,(k) =0sip#k et Lp(p) =1 etne pas conclure trop vite a
L (k) =0 pour tout p et k...

a. Une grande majorité des candidats savent qu'ils doivent démontrer que @ est bilinéaire (et non billinéaire), symétrique et
définie-positive et démontrent correctement que @ est bilinéaire, symétrique et positive. Par contre, beaucoup oublient de
justifier que @ est a valeurs dansR (et nonR3[X] ouRg[X]). Quand au caractere non dégénéré (cad défini),il est peu justifié
ou alors, on a des arguments tels que « un polynéme dont tous les coefficients sont nuls est nul »,« un polynéme avec une
infinité de racines est nul » et méme«P? est continu et positif». (autrement dit hors sujet pour le cas considéré)

Les candidats qui signalent 4 racines oublient régulierement de les mettre en évidence : on passe directement de

3
« Z P2(k) = 0 » & « un polynome de degré 3 (on a rarement inférieur ou égal &) ayant 4 racines est nul ».
k=0

b. Sur les 3 points qu'il fallait démontrer, il en manque tres souvent un ou deux. Des confusions entre dim et card sont
également notées.
Dans la classe, certains lisent mal la question : on ne demande pas de construire une base orthonormée mais de véri-
fier qu'une famille donnée est une base orthonormée. Ici, utiliser Gram-Schmidt sur la base canonique est totalement
inutile!
De plus, trop d’éleves ne connaissent pas la définition de I'orthogonalité d’'une famille : il s’agit de vérifier que ¢(L;,L;) =
Osii#jetlsii=j..etpasde«comparer»lafamille (Ly,L;,L,,L3) a la base canonique (1,X,X?,X3) via des pseudo
calculs (p(Li,Xi)...

c. Ilsagissait (presque) d'une question de cours. Elle a été peu traitée.

n
En effet, on connait I'expression des coordonnés d’'un vecteur x dans une BON (ey,...,e;): x= Z <x,ei>ej!
i=1

Ici, dans ce contexte, on connait donc les coordonnées de Q formant le quadruplet ((p(Q, Lp))o )
<p<

Ceux qui ont répondu se sont souvent limités a l'expression de Q en fonction des polynomes L), - souvent sans exprimer
¢(Q,Lp) - et donc nw'ont pas répondu complétement a la question qui demandait des coordonnées

3
Le jury souhaitent donc un calcul finalisé : ¢(Q,L,) = Y Q(k)L, (k) = Q(p)L,(p) =Q(p) x 1 =Q(p)

k=0
Les candidats ayant essayé un changement de base sont rarement arrivés au résultat. et on perdu beaucoup de temps!

Cette fois, on demande de construire une base orthonormée pour le produit scalaire ¢ : on va donc orthonormaliser la base
(1,X) par le procédé d’orthonormalisation.0

Le procédé d’orthogonalisation ou dorthonormalisation de Gram-Schmidt semble peu connu des candidats et est souvent
émaillé d’erreurs de calcul, tout particulierement chez ceux qui norment les vecteurs au fur et a mesure. On a souvent trouvé
(Lo,L1) qui ne sont pas dans R, [X] ou (—X,X —1) par une construction similaire aux L, sans que les candidats se rendent
compte qu'en procédant ainsi, ils changent de produit scalaire

La suite du probléme consiste en une mise en situation concrete d'un calcul de distance via un probléme dit d’interpolation.
Il s’agissait de comprendre une situation graphique.

A noter que le schéma n’était pas donné dans le sujet initial : c’était au candidat de construire un exemple
Pour obtenir la relation, il suffisait de faire une lecture attentive des données du sujet...

XM — XN
YM—IN

dy,=MyN, = \/ (xN, = yMp)2 +(OnN, — yM’g)2 pour justifier correctement cette relation...

Ily a eu beaucoup de dy, = y, — ap — b, mais aussi d, = [MpNp] ou dy, = ( ) et, sous entendu, pas beaucoup de

Le reste du probléme n’a quasiment pas été abordé dans la classe.
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