PT LYCEE PAUL CONSTANS Année 2025-2026
DEVOIR SURVEILLE N°5 DE MATHEMATIQUES

Durée:3h - Lacalculatrice n'est pas autorisée.
Attention, le sujet est RECTO-VERSO

Le bareme portera probablement sur 2/3 pour l'analyse et 1/3 pour lalgébre
En analyse, Uexercice et le probleme sont totalement indépendants

Exercice d’Analyse

+00 1
1. Pour n € N*¥, prouver que f,, = [t — (sin e " est intégrable sur ]0, +oo| et justifier que[ fr()dt = -
0 n

+1
+o0 sint
2. Justifier la convergence de f mdt
0 —
+00 1
3. Prouver que, pour £>0, ) e "' = —
n=1 e'—1
+o0 sint P |
4. Démontrer alors que f dr= Z On rappelle que |sint| < t pour t >0
0 et - ]. n=1 2 + ].
’ Probleme d’Analyse ‘
+00 dt
Soit x un réel, on définit, lorsque cela est possible : fx) = f —_—
1 Ve -1
1
1. Pour x fixé dans R, on introduit: g,=|t— ———|.
* Vir -1

a. Justifier que g, est continue et positive sur |1, +co|
b. Montrer que la fonction ch réalise une bijection de ]0,In(2 + v/3)[ dans ]1,2[.

2
En déduire que f converge et préciser sa valeur.
1

2-1

2
c. Endéduire que f gx(t)dt est convergente pour tout x réel.
1

+00
d. Démontrer que f g+ (t)dt converge si et seulement si x > 0.
2
e. En déduire le domaine de définition I de f c’est a dire les valeurs du réel x telles que f(x) existe.
2. Enposant t = chu, calculer f(1) et f(2).
1 2e* L shx 1
(On pourra remarquer que —— = et que la dérivée de x — — est x — ——)

chx 1+ (e¥)? chx ch” x
3. Vérifier que f est positive et décroissante sur I.

4. Soitxel.
+00
a. Démontrer que: f(x)— f(x+2) = f X2V 12 —1de
1
X
b. Démontrer la relation : f(x+2) = 1 f(x). On pourra réaliser une intégration par parties.
x

5. a. Pour x réel strictement positif, on pose : ®(x) = xf(x) f(x+1). Prouver que: ®(x+1) = D(x).

Vérifier que: VneN*, f(n)f(n+1) = %

c. Endéduire que: f(n) ~100 \/ %

6. Ne traiter cette question que si tout le reste a été traité
Donner I'expression de f(2p) pour p e N* etde f(2p + 1) pour p € N a l'aide de factorielle.
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’ Probleme d’Algebre ‘

Pour tout entier naturel 7, on note R, [X] I'espace vectoriel des polynémes de degrés inférieur ou égal a n.
2 2 3
Soit ¢, I'application définie sur (Rg [X]) par: V(BQ)e (R3 [X]) , 9®Q =Y PHQK)
k=0

3
On considere également les polynomes L, (x) = H

k pour p € {0;1;2;3}

k=0
k#p
1. a. Vérifier que Ly(X) = —é(X— DNX-2)X-3)
b. Ecrire de méme L; (X), Ly (X) et L3(X)
c. Déterminer les valeurs L, (k) pour tout (p, k) € [0, 3]2
2. a. Démontrer que ¢ est un produit scalaire du R3[X]. On notera || || la norme associée.
b. Vérifier que (Ly,L;,L2,L3) est une base orthonormée de R3[X] pour ce produit scalaire.
c. Soit Q un polynéme de R3[X]. Exprimer en fonction de Q, les coordonnées de Q dans la base (L, L1, L2, L3)

3. Déterminer une base orthonormée de R; [X] pour le produit scalaire ¢
Lespace affine euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repére orthonormé (O, 7, 7).
On considere désormais 6 réels a, b, yo, 1, y2 et y3 etla droite & d’équation y = ax + b.

Pour tout p € [0, 3], on note M,, le point de coordonnées (p, yp), Ny, le point de 2 dont I'abscisse est p et d), la longueur du
segment [M,N].

3
On pose alors 8(a,b) = ) dj,
p=0

Lobjectif est de déterminer les valeurs a et b (si elles existent) pour lesquelles &(a, b) est minimale.
Voic un schéma qui illustre les données précédentes avec yp =1, y; =4.5, yo=1.5, y3=4eta=1etb=2

4. Vérifier que &(a, b) = 3 (yp—ap— b)?
p=0
5. a. Démontrer qu’il existe un unique polynéme Q de R3[X] dont le graphe passe par les points My, M1, M, et Ms.
On pourra utiliser les polynomes L, pour p € [0, 3]
b. Démontrer que 8(a,b) = |Q —H|? ot HX) = aX + b
c. Enévoquant la distance d'un vecteur a un espace vectoriel bien choisi, en déduire I'existence d'un minimum pour d et
que celui-ci est atteint en un unique polynéme Hy. On précisera le lien entre Q et Hy

_ 3 3
Dans la suite du sujet, onpose Y= ) y, etXY= Y py,
p=0 p=0
6. a. Exprimer Hy en fonction de ¢, Q et les polyndmes obtenus dans la question 3.
b. Déterminer Hy en fonction de Y et XY
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