SUJET BANQUE PT 2024 - MATHS B
Deuxiéme exercice

Dans cet exercice, I'espace euclidien R? est muni de sa structure euclidienne usuelle et d'un repére orthonormé direct (O; 7, 7).
On considere les fonctions

o rg définie sur Iy = [0,2n] par Vi eIy, ro(t) =RoUR>0

e ry définiesurl; = [—g, g] parVtely, ri(t) =cost

o rpdéfiniesurl, =Rpar Viely, r(t) = e’

3 définie sur I ] rx [ arVtels, r3(t) sin®(1)
. = |-, — =
3 3 2’ p 3,73 cos(d)
T 7
Enfin r4 désigne une fonction de classe Clsurly = ] ~3'7 [

Pour tout n € [0;4], on note
x(t) = ry (1) cos(r)

e A, la courbe de représentation paramétrique .
n P P d { y(0) = ra(0)sin(r)

’ € In,
e M, (#) le point de A, de paramétre ¢ pour ¢ € I,.

Les différentes parties de cet exercice sont indépendantes
Partie A

1. Quelle estla nature de A ? Préciser ses éléments caractéristiques.

Xo(t) = Rcos(1)

. ,t€[0,2n] ou on reconnait la représentation paramétrique du cercle de centre O(0,0) et de
Yo () = Rsin(#)

Ona Agp: {
rayon R
2. Démontrer que A; est un cercle dont on précisera le centre et le rayon.
9 l+cost) 1 1 1 1
x1(f) =cos“t= —— = — + —cos(21) X=—+—cos(2s)

Ona: A;: . zsin(Zt) JEED ©5opy ' ,SE [—m, ]
y1(8) = cos(¥)sin(f) = 5 y:0+§s1n(s)

1 1
La encore, on identifie le paramétrage d'un cercle de centre le point de coordonnées (5, 0) et de rayon P

Partie B
1. Calculer lalongueur de la courbe A, entre les points My (—1n3) et M, (31n2)

Xz et y sont de classe C! sur Ravec: x)(f) = e’ cos(t) —e’sin(f) et y,(t) =e'sin(t) + e’ cos(t)

3In2
D’apres le cours, la longueur cherchée est ¢ = x,(£)% + y,(H)2dt
—In3
Or: xé(t)2 +yé(t)2 = eZI(cos t—sin t)z 4 eZt(cos t+sin t)z = ez"‘(Zcos2 f+2sin? i = e?'x2 carcos®t+sin®r=1
3In2 2% | 1 1 23
Ainsi, puisque V e2! = [e’|=e': ¢ :f elv2dr = \/E[et]_ln3 = \/E(e n8_ o= n3) = \/5(8— 5) =2 x ) u.l
—In3

2. Lacourbe A; est-elle de longueur finie?

Notons £(¢) lalongueur de la courbe entre les points M2 (0) et My (¢) alors: £4(f) = =v2le' - 1|

t
f eSv2ds
0

Lorsque £ — +oo, £(£) = V2(e' —1) = v2e" + o(e") o oo
—+00

Sila courbe était de longueur finie L alors L= £€(f) etilyaune contradiction puisque tlirp 0(t) = +o0
—+00

3. Démontrer que tous les points M (#) pour lesquels la tangente a A, est verticale sont alignés. On précisera un point et un
vecteur directeur de la droite qui les contient.
Lorsque la tangente en M (1) & A; est verticale, alors x, () = 0 (que le point soit régulier ou non)
b1 )i )
x5(1) =0 < e’(cost—sint)=0< iz cost=sint= cos(E - t) et=g-tl2nout=1-=(2n)
U | )

ot=—[nloul=——[2n] & t=— 7]
4 2 4

Pas de solutions

n N — 5 p
Posons = i + km ou k € Z pour nommer les différents parametres concernés.Alors :

V2

¢ 2 T
Xo(ty) = e’ cos (Z + kn) = (—l)ket’fg et y(tx) = e sin(Z + kn) = (—l)ket"7
On constate que x(fx) = y(#) autrement dit les points M(;) sont tous sur la droite d’équation y = x qui passe par I’ori-
gine O et qui est dirigée par le vecteur T+ T =(1,1)
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4. Soit M, (%) un point de A,. Donner le repere de Frenet puis la courbure de A, au point M (#)

M,
dr

Ainsi, pour tout ¢ € R, M, () est régulier puisque s'(t) #0 et donc on peut définir la base de Frenet.

Soit §'(#) = =1/%(D% + y, () = V2e?t = V2e! d’apres B-2

—

S0 \nw) | V2

1 [cost—sint
sint+cost

_ > 1 (x50
Le premier vecteur de la base de Frenet est T = ===

. > _|=> 1 [—cost-sint
Le second vecteur de la base de Frenet est directement orthogonala T d'ou:| N = — .
V2 \ cost—sint

Le repere de Frenet est alors | (Ma(2); T, N))

~ 1 dT
& —
s'(r) dt

. 1, 1 . 1 . i
En comparant les abscisses,ona: —e X—z(—cost—smt): x —(—cost—sint) & |y=—e

V2 V2 V2
— (cos ol(r)
S

da

Méthode 2 On utilise le théoreme de relevement:si T = ) alors y = T

E— s
1 1

dT —
Méthode 1 On peut calculer la courbure a ’aide des formules de Frenet : T - Y =yN

sina(t)

. L L T
—COSl’——Slnt:COSZCOSf—SID—Slnl’ZCOS(—+f) et:

V2 V2

U . .
donc a(?) = 1 + ¢ convient et, par suite :

c . T . (T
smt+—cost:coszsmt+sm—cost:sm(z+t)

V2

Sl

da 1 da 1 et x1
= —_—= _—— X
Y ds s'(dt 2

5. Déterminer une représentation paramétrique de la développée C, de A,

Par définition, la développée est la courbe décrite par les centres de courbures de A»
Le centre de courbure Cy () de Ay associé a M, (t) a pour coordonnées :

e'cost : 1 [—cost—sint —elsint
AP 2@ X — =

1—
ocxn:OMﬂn+§N=

e'sint V2| cost—sint e'cost
. . L x=—e'sint
La développée est donc la courbe paramétrée| C, : y=dass teRk

6. Démontrer que C; est 'image de A, par une rotation donc on précisera le centre et ’angle.
On pourra s’intéresser aux affixes complexes des différents points considérés.
Laffixe de M (#) est le complexe z,(£) = x(£) + iy2(£) = e’e'’ = e'(cos t + isint)
Laffixe de C, (1), le centre de courbure de A, associé a Mz () a pour affixe :
—e'sint+ie'cost=ie'(cost+isint) =iz (1) =e'22(1)

T
On peut alors conclure que C,(#) est'image de M»(#) par la rotation plane de centre O et d’angle b

i
Ainsi, | C, est 'image de A, par la rotation plane de centre O et d’angle 5

Partie C

. , 1 1 ) 2 N n
1. Justifier que I'on peut réduire l'intervalle d’étude de Az a I} = [0; > [
Préciser comment obtenir la courbe A3 en entier.

3

sin® (1) . e p
cos() Exploitons la parité puisque I3 est centré en 0 :
X3(=1) = x3(%) (@ cause du carré) et y3(f) =—y3(t) (cosinus pair, sinus impair et présence du cube)

ainsi M3 (—1) est'image de M3(#) par la symétrie d’axe O +Vect(7)

Pour t €13, r3(¢) existeetona: x3(t) = sin?t et y3(8) =

I — q ol 2 2
11 suffit donc d’étudier Ag sur I = [0; 7 [ puis de réaliser une symétrie d’axe O + Vect( 7)) pour obtenir la totalité du tracé de
Ag surlg

2. Déterminer les tableaux de variations des fonctions x3 et y3 sur 1’3. Préciser les valeurs et/ou les limites au bord.

Par les théoremes usuels (produit et quotient), x3 et y3 sont C! sur 1’3 vu que cos ¢ # 0 sur Ig avec:

x5(2) = 2sin(#) cos(f) or cos ¢ > 0 sur Iy donc x5(7) a le signe et les zéros de sin ¢ soit : x5(f) =0 < t=0et x3(£) =0

3cos?(#) sin?(¢) — (—sin#)sin®(¢) _ sin®(#)
cos2(t)  cos?(t)

y5(0) = (3 cos® (1) + sinz(t)) or, sur I3, cos®(¢) > 0 et 3cos®(¢) +sin®(¢) > 0 donc

>0 =0
y5(1) ale signe et les zéros de sin®(¢) d’olr: y4(£) =0 et y5(1) =0 t =0
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t 0 /2

x5 [0 +

En =0, on évalue: x3(0)=0= y3(0) 1
T
Ent= o on passe a la limite sachant que X3 V4
limsinz=1et lim cost=0" 0
—1 t—1 y3(0) [0 + Il
on obtient, par les limites usuels (produit,quotient) : oo
liq‘l_ x3(f)=1et lirg_ ¥3(t) = +o00
=3 =3 B s
0

3. Quelle est la nature du point M3(0) ? Préciser la tangente en ce point.

Le point M3(0) est stationnaire (car x5(0) = 0 = y4(0)) aussi, pour étudier sa nature, on utilise un développement limité
vectoriel :  x3(f) = sin® ¢ ~0 2 aussi x3(t) = 2+ o(tz) et, par parité de x3, onaaussi: x3(f) = 2+ 0(t3)

sint £ 5 s 3 ) (0 (0} (1) (0] [o(+))
y3(t) = p— ~0T~0t aussi y3(f)=t"+o(t’) alors: )~ o +t 0 +t 0 +t ) + o)

La premiere dérivée non nulle est pour p =2 et‘ la tangente en M3(0) est dirigée par 7 donc elle est horizontale. ‘

La dérivée suivante non colinéaire est pour g = 3 aussi le point‘ M3 (0) est un point de rebroussement de premiere espéce ‘

. LU T , . N .
4. Donner les coordonnées du point M3 (Z) ainsi que celle d'un vecteur directeur de la tangente a A3 en ce point.

[
Sl

Le point M3 (g) est régulier de coordonnées (X3 (g) V3 (g)) = (%, %) car cosg = sing =

n e x3(m/4)
La tangente en M3 (Z) est dirigée par le vecteur| | | (/4) =
Y3l

DN~ =

n
5. Etudier la branche infinie lorsque ¢ tend vers )

D’apres les limites déterminées en Q2, on peut affirmer que cette branche infinie est une asymptote vecticale d’équation
x =1 (la courbe étant situé en haut a gauche a proximité de 'asymptote)

6. Tracer la courbe Aj sur la feuille de papier millimétré fournie avec le sujet. On y fera apparaitre les éléments déterminées
dans les questions précédentes. Unité : 8 cm

Partie D

On considere les deux fonctions / et k définies sur I, par: Vrely
h(t) = t*(1+tan®(r)) et  k(¢) =tan(t) + £(1 +tan®(r))
Ainsi que la famille de droites (D;) 1, d’équation cartésienne: k(£)x—y = h(f)

1. Démontrer que Yt ely, K (2)=2t(1+tan®(1))(1+ ttan(s) et k'(1) =2(1+tan?(1))(1+ ttan(s))

La fonction tangente est de classe C! sur I4 donc, par produit et somme de fonctions usuelles, les fonctions /% et k sont de
classe C!' surl, etona:

W (t) = 2t(1 +tan?(8) + t* x 2tan £ x (1 + tan?(#)) = (2¢ +2¢* tan? t)(1 + tan®(¢)) = 2¢(1 +tan®(9)) (1 + ttan(s))

K (1) = (1+tan®()) + (1+tan®(8)) + £ x 2tan ¢ x (1 +tan®(r)) = (1+ 1 +2¢tan ¢)(1 +tan®(¢)) = 2(1 + ttan £) (1 + tan® (1))

2. Soit t € I4. Déterminer l'intersection de la droite D; avec ’axe des ordonnées ainsi qu'un vecteur directeur de la droite Dy
puis en déduire une représentation paramétrique de la droite D;

x=0

y=-h(1)

Le point d’intersection de la droite D; avec |'axe des ordonnées est le point de coordonnées A(?) = (0, —h(?))

M(x,y) DN (Oy) © k() x—y = h(t) etsz@{

1
La droite D, qui a pour équation k(f)x—y = h(t) admet pour vecteur directeur MOE (k(t))

xX=A

y=—hn+Ak(n MER

Ainsi: |D;=A(f)+Vect(u(t)) a pour représentation paramétrique D; : {
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3. Déterminer une représentation paramétrique de I'enveloppe C4 de la famille de droites (D) e,

On cherche un paramétrage régulier (£ — P(¢)] de 'enveloppe C, de la famille de droites (D;) e, tel que
D; estla tangente a C4 en P(#) autrement dit

1) P(t) €D, etdonc 3IA(f) €R, OP = OA + A1) T (£)

—

op
p u(t))=0

P
2) Les vecteurs et U () sont colinéaires car ils dirigent tous les deux D; donc det(

doP dOR ., SV dOk e
det a5 u(t)) :0©det(w +NOUEO+ADU (D), u(t)) =0 < det N u(t)) +0+A()det(u'(0), ©(r))=0
a0k L, N\ | o 1|, L, |0 1 |_
Or: det(T,u(t))_‘ W k) ‘—h(t) et: det(u(t),u(t))—’ Ko ko ’——k(t)
Or: k'(=2(1+tan?(n)(1+ttan(s)) alesigne de 1+ ttan(z) sur I; mais, sur I, tan() a le signe de ¢ donc tan(t) = 0 et
0
>

par suite 1+ ttan(z) > 0. Ainsi, on peut donc affirmer que k'(t) > 0 et donc k'(¢) ne s’annule pas.

dOA _,
det| —, u (1)
( dr )_ W) _ 2t(1+tan?(n)(1+ ttan(s)

On peut ainsi calculer: A(?) =

Cdet(d'(0,Z(0) -k (@  2(1+tan?(n)(1+ rtan(p)
_ (0 1 t t h(f) = (1 + tan? (1))
Finalement: OP = t = =
Hatemen —h(t))+ (k(t)) (—h(t)+tk(t)) (ttan(t)) quue{ k(1) = tan(s) + (1 + tan?(2)
. . - Jox(=t
Une représentation paramétrique de Cy4 est C4.{ (0 = ttan(s) JEEL

4. Existe-t-il une fonction ry telle que C4 = Ay ?

=) S A G e = r4(t) = L avec la premiere équation
rtan(r) = y4(t) = r4(£) sin(1) T cos(h) P 4 '

cos(t) #0 pour €1y

Analyse : Si r4 existe, alorsona: Vtely, {

Synthése : On pose r4(2) = pour ¢ € 14 alors, par quotient avec cos(¢) # 0 pour ¢ € 14, 74 est bien C! sur Ietona:

cos(?)
Viely, x4(t)=t et y4(l'):
C

x sin(¢) = ttan(z) de sorte que Ay =Cy
0s(?)

11 existe bien une fonction r4 telle que C4 = A4 d’expression r4(f) =

pour t €1y

cos(f)
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Troisiéme exercice

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A :
L objectif de cette partie est de déterminer toutes les matrices M de M3 (R) vérifiant :
2 -2 3
&): M>-2M=A ou A=|3 -3 3
4 -4 3

1. Résoudre les trois équations d'inconnue x € R,
(Ep): x*—2x=0  (By): x*-2x=-1  (E3): x*-2x=3
o (E1): X’ -2x=0o x(x-2) =0< x=0o0u x =2 apour solution| ¥ = {0,2}

o (Ep): x2—2x:—1©x2—2x+1:0©(x—1)2:0©x:lapoursolution S ={1}
e (E3): ¥*-2x=3ox*-2x-3=0% (x+1)(x—3)=0< x=—-1ou x =3 apour solution | ¥ = {—1, 3}

2. a. Déterminer les valeurs propres de la matrice A.
Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique de A :

xX—2 2 -3 1 2 -3 1 2 -3
Xa(x) =det(xIs-A)=| -3 x+3 -3 |= G -Cicicx—3)| 1 x+3 -3 |=[,., 1, x=-3)|0 x+1 O
—4 4 x-3 1 4 x-3 gy =i 0 2 X

x;l 2‘:(x—3)><(x+1)x ainsi\XA(x):x(x+1)(x_3)‘

‘ La matrice A a pour spectre Sp(A) = {—1,0, 3} ‘ Controle sécurité : —1+0+3 =2 = tr(A)

On développe alors selon C; :  xa(x) = (x—3) x +

b. Lamatrice A est-elle diagonalisable?

Le polynome caractéristique de A est scindé a racines simples ce qui est une condition suffisante pour affirmer que
A est diagonalisable ‘

c. Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale telles que A = PDP !
On classera les coefficients de la diagonale de D par ordre croissant.

Puisque A est diagonalisable,ona: E_;(A)®Eg(A)eE3(A) = R® OuE A(A) = Ker (A—Al3) est le sous-espace propre (sev
propre) de A associé a la valeur propre A. On obtient une base de diagonalisation en concaténant les bases de ces sev
propres. Or, ces sev sont tous de dimension 1 (car valeur propre simple) donc il suffit de trouver un vecteur propre non
nul de chacun des sev pour obtenir cette base.

On notera C; la colonne i de la matrice avec laquelle on travaille.

3 -2 3 1 0
E_1(A) = Vect
E_1(A)=Ker (A+Ty) =Ker | 3 -2 3 |alors:C;—C3=0e (A+Ix| 0 |=|o0 aussi{ Oulé ) (1e0°£€11))
4 _4 4 _1 0 1— Yy
1\ (0
Eo(A)=KerAalors:C; +Cy =0 A|1]|=|0| aussi Eg(A) = Vect(ep) o1 €2 = (1,1,0).
o/ \o
-1 -2 3 1\ (0
. [ Es(A) = Vect
Es(A)=Ker (A—3Iz)=Ker | 3 -6 3 |alors:C,+Cp+Cs=0< (A—3I3)|1|=]0 auss1{ Oﬁg)_(fcl(ﬁ) :
4 -4 0 1 0 3T
Finalement : %dmg = (€1,€2,€3) est une base de diagonalisation,
1 11 -1 0 0
P=Pg. . Bu,=| 0 1 1| et P'AP=D=( 0 0 0 [©A=PDP"'
-1 0 1 0 0 3

3. Soit M € M3(R). On pose A = P"'MP oi1 P est la matrice déterminée dans la question 2.

a. Démontrer que M>-2M=A & A’ —2A=D

Ona A=PDP ! et M=PAP! aussi M?=PAP ! xPAP™!=PA?P! puis:
M?-2M=A & PA*P™! —2PAP™! =PDP ! & P(A?-2A)P' =PDP ! & A*-2A=D
en pré-multipliant par P~! et post-multipliant par P dans chacun des membre de I'égalité.
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On suppose désormais que M est solution de (&1).
b. Démontrer que MA = AM

Onsaitque M?-2M=A aussi MA=M(M?-2M)=M?>-2M?* = (M? - 2M)M = AM soit| MA = AM
c. Soit X un vecteur propre de A associé ala valeur propre A.

Démontrer que le vecteur Y = MX appartient au sous-espace propre de A associé a la valeur propre A et en déduire que
X est un vecteur propre de M.
On sait que X € M3 1 (R) (vecteur colonne) avec X # 0 et AX = AX aussi le produit matriciel Y = MX € M3 ;(R) puisque
M e M3 (R) et X € M3 ; (R).
Deplus: AY=AMX= .30 MAX= ,ax-xx M(AX) = A(MX) =AY donc ‘ Y € Ker (A—Al3) = E)(A)

D’apres la question 2, les valeurs propres de A sont toutes simples donc les espaces propres de A sont tous de dimension
1 aussi, si X est vecteur propre de A associé a A, alors Ej (A) = Vect(X).
Déslors: Y=MXeE)X) = JaeR,Y = MX = aX avec X # 0 ce qui permet de conclure que

X est un vecteur propre de M ‘

d. En déduire que la matrice A est diagonale.

Les colonnes de la matrice P forment une base de vecteurs propres de A. D’apres la question précédente, c’est donc
aussi une base de vecteurs propres de M autrement dit une base de diagonalisation de M. Par changement de bases, on

adonc:| A =P MP qui est diagonale.

4. a. Déterminer toutes les matrices diagonales A vérifiant A> —2A =D

a 0 0 a 0 0 -1 0 0
On cherche A souslaformeA=| 0 b 0 |avec (a,b,c)E[RZ3 alorsA2=] 0 b* 0 |orD= 0 0 O
0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 3
a?—2a=-1 aef0,2}
A2-2A=De{ P-2b=0 o<{ b=1 avec la question 1 d’ou1 les quatres matrices possibles :
2-2c=3 ce{-1,3}
0 0 O 0 0 O 2 0 0 2 0 0
Ae{Al,Az,Ag,A4}ouA1: 01 0 [,Ap=]0 1 0],a3=l01 0 |,as=]0 1 0
0 0 -1 0 0 3 0 0 -1 0 0 3

b. En déduire toutes les matrices M vérifiant M?> —2M = A. On exprimera M a l'aide de P et de matrices diagonales a
préciser.

Avec la question 3(a) :
M2-2M=A o A2—2A=DouA=P 'MP o A=P 'MPe {AI,AZ,Ag,A4}

o|Me {PAlP_l,PAZP_I,PAgP_l,PA4P_1}

10
Partie B : Cette partie s'intéresse aux matrices M de M, (C) vérifiant (&) : M?-2M=aloul= ( ) etaeC

1
1. Démontrer que si M € M3 (C) est solution de (&»), il en est de méme pour toute matrice semblable a M

On sait que M € M, (C) est solution de (&2) donc: M? —2M = al
On se donne une matrice N semblable a M autrement dit 3P € GL,(C), N = p~IMP
On vérifieque N?-2N=al car, en effet :

N?-2N = (P"'MP)(P"'MP - 2P 'MP = P"'MPP ' MP - 2P 'MP = P !M?*P - 2P 'MP =P ! (M?* - 2M)P = aP 'P = al
—— NI

=1 =al

2. Soient M € M3 (C) une solution de (&») et A une valeur propre de M. Ftablir que N -2\ =«
On sait que M € M (C) est solution de (&>) donc: M? —2M = al

0
etque A estvaleur propre de M donc:3X e My ;(C), MX=aX et X # 0

Alors, d'une part: (M2 —2M)X = M2X — 2MX = M(AX) — 2AX = AMX — 2AX = A2X - 2AX = (A2 - 2A)X
Mais aussi M? —2M = al donc: (M? —2M)X = (a)X = aX

Déslors: (A\*>-2A0)X=aX < ()\2—2)\—0()X:O:)\Z—Z)\—(x:OcarX;éOaussi
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3. Onnote A; et A, les deux racines (éventuellement égales) de AN -2\ =«

a. Soit a = —1. Démontrer que M est solution de (&») si et seulement si 1 est valeur propre double de M

Si a = —1, on sait d’apres les solutions de I'équation (E,) de la question A.1. que A; = Ay =1

D’apres la question précédente, on sait que :

- si M est solution de (&>) alors: A est valeur propre de M = A € {A, Ay}

Ainsi, lorsque a = —1, Sp(M) < {1} et on sait que Sp(M) # @ car il contient forcément les deux racines complexes (éven-
tuellement égales) du polyndme caractéristique xy de M qui est unitaire de degré 2 aussi Sp(M) = {1} et on peut conclure
que 1 est valeur propre double de M

- Réciproquement : si M € M, (C) admet 1 pour valeur propre double alors son polyndme caractéristique

XM (%) = (x —1)? est scindé donc la matrice M est trigonalisable (éventuellement diagonalisable) :

1 2a ) 3 ( 2 2a

S 1 a . . 3 2 _
M est semblablea T = ( 0 1 ) par trigonalisation. Or : T — 2T = ( 0 1 0 2

) =—I=qal
donc T solution de (&) et donc M aussi a cause de la question B.1.

b. Soit a # —1. Démontrer que si M est solution de (&») alors M est diagonalisable.
Préciser les matrices diagonales D, semblables a M, possibles (al'aide de A; et A»)

On sait que M est solution de (&) donc que: M? —2M = al

Raisonnons par 'absurde : si M n’est pas diagonalisable alors

M a forcément une valeur propre double A (sinon elle aurait deux valeurs propres distinctes et X serait scindé a racines
simples ce qui conduirait a avoir M diagonalisable)

De plus, on sait que M est trigonalisable : elle sera donc semblable a une matrice T = ( 3 ; ) avec a # 0 (sinon T serait
diagonale et M diagonalisable).
Puisque M est solution de (E>), la matrice T I'est aussi et :
A* 2al) (2N 2a)_ o A>=2\ 2a(\-1)
0 A° 0 2\ )" 0 A% -2)

T2—2T=(x1©( (cx 0)${2a(A—1)=0

0 « A2 -2\ =«
= { A=1
—1 = a Absurde!
Finalement, on a prouvé, par I'absurde, que ‘ lorsque a # —1, si M est solution de (&>) alors M est diagonalisable

0
A2=20 0 )_((x O)Q{AZ—Z)\:(X
0 w-2p) 0 « W —2u=a

M est donc semblable a une matrice D = ( ) qui doit, elle aussi vérifier (&,) (d’apres B.1) de sorte que :

D’-2D=al o = (A, < {A, A}

s . ) . A O A1 O Ao O Ao O
Celacondulta4matr1cestoss1bles.( 0 A ), ( 0 A ), ( 0 )\1) ( 0 )\2)

c. Soita# —1.On suppose que M est semblable a 'une des matrices D données a la question précédente. Démontrer que
M est solution de (&»)
On vérifie facilement que les 4 matrices D possibles sont toutes solution de (&2) et donc, grace a la question B.1., la
matrice M le sera aussi
d. Pour a =0, donner une matrice M non diagonale solution de (&>). On explicitera ses 4 coefficients.

La matrice M est toujours trigonalisable donc, quitte a la trigonaliser, on choisit M =T = ( f)\ z ) avec a # 0 qui doit
aussi étre solution de (&») donc :
A2 al+a 2\ 2a 0 0 L =ti=t A, < 0,2}
Tz_ZTZOZZ@( 0 Zp)_( 0 2 ):(0 0)@ == Q{)\J’rp—z—’o
H H aA+p-1)=0 H=e=

2 1
PrenonsA =2, p=0eta=1alorsM=T = ( 0 0 ) n'est pas diagonale et elle vérifie M* — 2M = Oy
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