PT 2025-2026 : Correction du DS n° 3
’ PROBLEME N° 1 ‘ Un des 3 exercices d’'une épreuve de 3h d'un sujet E3A - ENSAM - ESTP pour PC de 2012

Soient (uy) nen+ €t (Vn) nen+ deux suites de réels strictement positifs. On pose, pour e N* :  a, = u, v,
1 -vy O o ... ... 0
[Z5] 1 —U2 0 0
. o 1 - 0 0 2%} 1 —U3 . 0
On pose aussi: A = » 11 , Ao =1 uy 1 -vy |et,pourn=3: A,=
1
0 Us 1 0
: . . -vp
0o ... vee 0 u, 1

Remarque préliminaire : On admet que, si a et  sont deux réels strictement positifs alors: (1+)(1+p) =1+ a+p
Q+a)1+p)=1+a+p+ apf =1+a+p
—~—

>0

1. Calculer A; et A,

AM=1-u(-v) © . On développe selon L; pour calculer A; :

Ap=+1
2 x U 1

—(=1)

ux

1

2. Démontrer que, pourn=3, A, =Au_1 +apAp—2

=(1+wv)+viuy=|1+a;+a,=»_7A,

Pour n = 3, on développe le déterminant A, (d’ordre 7 + 1) suivant la derniere colonne :

1 -un 0 0 0
u 1 — U 0 0
0 us 1 —U3 0
An - (_1)(n+1)+n(_vn) + (_1)(n+1)+(n+1) Xl x An—]
[
=-1 0 =1
: . 0
0 0 Up—1 1 —Up-1
0 Un
d’orgre n

Puis on développe le premier déterminant d’ordre 7 selon la derniere ligne :
An==(-0p) x (D" " UpAp 2+ Ay 1 © Ap = UpUnAp 2+ Ay 1 ©|Ap=Ap_1+arA,
——

=1
3. Démontrer, par récurrence que, pour tout n € N*, A, = 1. En déduire la monotonie de la suite (Aj) en®

On prouve le résultat par récurrence double avec 'hypothese HR,, : « A, =1»
Initialisation: A1=1+ a; =letAy=1+ a; + a, =1
- ~—~— —_—

>0 >0 >0
Aussi HR; et HR, sont vérifiées.
A R )
Hérédité : On montre { R" = HR; 42 pour un entier naturel 7 non nul quelconque.
n+l

D’aprés 2, comme n+2 = 3,0na:A,ip =Apy1 + dnt2A, = Ayt puisque apip > 0et Ay, >0 par HR,
Etdonc:A,.2 = A, =1avec HR,,; dou A4 2 = 1 et HR,,. 2 est vérifiée.
Conclusion : On a justifié, par une récurrence a deux pas, que : ‘ VneN", A,=1

Mais alors, pour n=3: A, — Ay = apAp—p >0puisque a, >0etA,_2=21>0
etonaaussi: A, —Aj=a,>0donc:Vn=2, A, >N, 1> ‘ (A;) nen+ est strictement croissante

n
4. Montrer, par récurrence, que : Vn e N*, A, < H Q+ay)
k=1

n
On considere '’hypothése de récurrence HR;, : « Ay < 1_[ 1+ ag)»
k=1

1
Initialisation: Aj=1+a;<l+a;= H (1+ ay) donc HR; est vérifiée.
k=1
2
A=l+ai+ta<1+a)1+a)= H (1 + ag) en utilisant la question préliminaire aveca =a; >0etf =a, >0
k=1
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o HR _
Hérédité : On montre { HRn = HR;,+2 pour un entier naturel n non nul quelconque.
n+1
D’aprés 2, comme n+2=3,ona:
n+1 n
An+2 =Dps1+ anoBp < [] A+ ar) + anso [[ (1 +ax)  avec HRj41 et HRy, car ayqz >0
k=1 k=1

On repére un facteur commun dans le second membre qu’on factorise :

n n
Api2 < (H 1+ ak)) X (1+ ap+1+ an+2) < (H 1+ ak)) x (1+ap+1)(A + an+2)
k=1 k=1
en utilisant a nouveau la question préliminaire avec a = a,+1 >0etp = ap42 >0
(Tous les nombres manipulés sont > 0 donc I'ordre est bien conservé par multiplication)
n+2
Etdonc:A,4o < [ (1+ax) dott HR,4 est vérifiée.
k=1

n
Conclusion : On a justifié, par une récurrence a deux pas, que :| Vne N*, A, < H 1+ ag)
k=1

n
5. Onnote S, = Z In(1 + ai) et on suppose que la série Z ap converge.
k=1 n=1

(a) Démontrer que la série Z In(1 + a,) converge.
n=1
Comme } - a, converge, on sait que a, — 0 (sinon il y aurait divergence grossiere)
n—+oo
In(1+u)~gu

U=a 0 = In(1 + a,) ~ a, > 0 donc, par critere d’équivalence, les séries Z In(1 + a,) et
- n
n—+0o nz1

Mais alors : {

Y n>1 an ont la méme nature or cette derniere converge donc | la série Z In(1 + a;,,) converge (notée CV).
n>1

(b) En déduire que la suite (Ay)en+ cOnverge.

n
D’apres 3 et4, on saitque:1 <A, < H (1+ag)
k=1

n
aussi, par croissance de la fonction In, ona: 0 <In(A;) < Z In(1+ag) =S,
k=1
(le logarithme d’un produit étant la somme des logarithmes de chaque facteur)
On sait que Z In(1 + a;,) converge or c’est une série a termes positifs (1 + ax >1=In(1+ay) >0
n=1
autrement dit que la suite (S,) ,>1 des sommes partielles est majorée par une constante S.

Cette constante S est donc aussi un majorant de la suite (ln A n) N
neN*

Or cette suite est croissante (puisque la suite (A;),en+ est elle méme croissante et que In est une fonction crois-

sante).Une suite croissante majorée converge donc : I € R, InA,, {=>A, et
n—+oo n—+oo

On a donc bien justifié que‘ la suite (Ay) nen+ CcOnverge

6. On suppose maintenant que la suite (A ) zen+ converge.

(a) Pour n =2, onpose t; =A; —A,—1. Que dire de la nature de la série Z 1,2
n=2

C’est une série télescopique associée a la suite (A;) ,en+. On sait, d’apres le cours, que la série Z ty et la suite (A,)
n=2

ont la méme nature. Or, on suppose que la suite (A;) converge donc : | la série Z t, converge |.
n=2

(b) Prouver alors que la série Z a, converge
nzl1

On sait, d’apres la question 2, que: t, = a,A,—2 Maisaveclaquestion3sachanta,>0:A,_2=1= a,A,_2 = ay
Par transitivité des inégalités, on a donc: t,;, = a, >0

O<a,<ty
Alors : { Z t, converge = Z a, CV = |la série Z a; CV | (Pas d’influence des premiers termes sur la nature de la série)

= =
n=2 n=2 n=1

7. Quel résultat a été finalement démontré avec les questions 5 et 6?

On a en définitive prouvé que | la série Z ay etla suite (Ay) en+ Ontla méme nature |.
n=1
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PROBLEME N° 2| Des suites et des séries... Les deux parties de ce problémes sont indépendantes

Partie I : On considere une suite (1) ,en avec Ug € ]0, % [ et: VneN, u,+ =cos(uy)+sin(u,)—1
1. Onintroduit les fonctions f et g de la variable réelle x définie par f(x) =cos(x) +sin(x)—-1 et g(x)=f(x)—x

On pourraremarquer que: VneN, u,+1 = f(u,) etque upi;—u,=gluy)

(a) Prouver que, pour x réel, cosx—sinx=v2cos(x+ -

2 2
Pour xréel: cosx—sinx= \/E(Tcosx— %—sinx) = ﬁ(cos%cosx—sin%sinx) = \/zcos(% +x)

n bl
(b) En déduire que f est strictement croissante sur ]0, 1 [ alors que g est strictement décroissante sur ]0, 1 [

Par les théoremes usuels, les fonctions f et g sont dérivables sur R avec :
f'(x)=—sinx+cosx=+v2cos(F+x) et g'(x)=-sinx+cosx—1=v2cos(¥+x)-1

V2

2

b T
O<x<i=>T<i+x<i=0<cos(x+%)< % aussif'(x) >0sur]0,z[et feststrictementcroissantesur]O,Z[

T
Orv2>0dou:0<v2cos(x+%)<1=g'(x) = v2cos(§+x)—1<0donc| g est strictement décroissante sur ]0, T [

b b
(c) Prouver alors, par récurrence, que: VrneN, u, € ]0, 1 [ On rappelle que 2=1,41 etque 1 =0,78

n
Soit I'hypothese de récurrence a 'ordre n HR,; : « uy, € |0, Z[ »
Initialisation Par définition de la suite, 1 € |0, § [ donc HRy est vraie.

bl
Hérédité Onprouve HR, = HR;;;.On sait que, par HR; que: 0<u, < o

T T U bl
Or f est strictement croissante sur ]0, — [ donc: f(0) < f(u,) < f(—) et: vV2-1=0,41<=vu que — =0,78
4 —_ —\— 4 4 4

=0 =Up+1
.. s PPy _
Ainsi: 0<up < A de sorte que HR ;4] est vérifiée. =v2-1

T
Conclusion Par récurrence simple, on a justifié que, pour tout n € N, HR;, est vraie soit:| VneN, u, € ]O, i [

(d) Démontrer aussi que la suite (u,) est décroissante.
Pour étudier la monotonie, on étudie le signe de  uy+1 — Uy, = f(u,) — un = g(uy)

. L pL . . . L
Or, d’apres les questions précédentes: uy € ]0, T [ et g eststrictement décroissante sur ]0, T [ donc

U : ; .
g(0) > g(uy) > g(Z) or g(0)=f0)—-0=0 donc uu+1—u,=gu,) <0 et‘ la suite (u;) est bien décroissante

(e) Justifier enfin que la suite (u,) converge vers 0.

D’apres les questions précédentes, la suite (u,) est décroissante et elle est minorée par 0 donc elle converge vers

n
un réel ¢ d’apres le théoreme de convergence monotone. On note ¢ = liIJIrl un€ |0, Z] car le passage a la limite
n—+oo
bl
élargit les inégalités et u, € ]0, T [ Onsaitaussi: uy4+1 = f(u,) aussi, enpassantalalimite: €= f(¢) < g(0) =0

) L
Or: g(0) =0 et, puisque g est strictement décroissante sur ]0, 2 [, g(x) <0 pour x € ]0, Z] aussi I'unique solution

n—-+oo

possible de g(¢) = 0 sur [0, g] est bien £ =0 de sorte que| lim u, =0

2. Donner la nature de la série Z(—l)" Uy

Il s’agit d'une série alternée puisque u, >0 d’apres 1-c. De plus, on sait que la suite (u;;) tend vers 0 en décroissant (avec

1-e et 1-d) donc le théoreme des séries alternées s’applique et on sait que | la série Z(—l)” u, converge

2
u
3. (a) Donner le développement limité a ’ordre 2 en 0 de g(x). En déduire que : u,+1 — uy ~ —?"
2
. 2 2 2 i 2 20
Ona: g(x)=cosx+sinx—1-x= (1— S +olx )) +(x+0(x®))-1-x=-%+0x* alors g(x)~o T
2 2
. . u
Aussi:  Upy1— Up = guy) ~ —7" avec x=uy ———0 SOit| Up41—Un~ —7”
(b) En déduire la nature de la série Z u‘:‘l
u? u?
Ona upi1—Uupy~ —?” et —?” <0 doncon peut appliquer le critére d’équivalence et on sait que
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L. L. u? A
la série Z(unH — uy) etla série Y (—7”) ont la méme nature
Or, la série Z(unﬂ — uy) est télescopique associée a la suite (1) qui converge donc c’est une série convergente.

P 2
La série Y. u2 ala méme nature que la série }° (——) On peut donc conclure que | la série ) u;, est convergente

1
PartieIl: On considére une suite (a,) définie par: a, = f t"V1-t2dt On pourra admette que:VneN, a, >0
0

1. Calculer ay en posant ¢ = sin(u). On admettra que a; = -

U
2

1 1
On pose t=sin(u) dans ag =f V1-t2dt alors dt=cos(w)du et: ¢ ; S u
0 0

Le changement de variable est possible car [ : u— sin(u)] est C! sur [0, g] et [f:t— V1— t?] est continue sur [0, 1]

pis

ao—f \/ 1 —sin 2(u) cos(u)du = f v/ cos?(u) cos(u)du = flcos(u)lcos(u)du foicosz(u)du

=0

1 cos(2u) +1 11 3 1 bl
or cos(2u) = 2cos?(u) —1donc: ag = [ (2—)du=5[smgﬂ+u]; =§(0+3—0)—Zsoit ap

|

2. Montrer que (a,) est une suite décroissante. On pourra exploiter les propriétés de l'intégrale

1 1 1
PourneN: apii—a,=| t""'V1- tzdt—[ t"V1-t2de :[ (t—1)t"V1-t2dtr parlinéarité de 'intégrale
0 0

0
Mais: Vte[0,1], t" x(1-t)xV1-t2<0 donc, par positivité de l'intégrale: a,.+1—a, <0
[0,1] ( ) parp g n+1 ns
=0 <0 =0 ‘ La suite (a;) est donc décroissante ‘

1
Iava n+l
3. Enremarquantque aj42 = f "1 x /1 - r2dt, démontrer, al'aide d’une intégration par parties, que: a4 = " an
0 n

u@®)=m+1t"

u(t) = t"Hl 5
On réalise une intégration par parties avec : 1 soit 1-1%)2
STAHON patp V(D)= V1= 2= -1 x (=20 x (1 - )3 v(f)=—}x —5—

W

Les fonctions u et v sont bieln de classe C! sur [0, 1].
1 3 1 1 n+1) !

ALY —5(1 — 123 —f (n+1)t" x ——(1— 2)ide =0+ ( 3 ) f t"(1-t*)V1-t2dt mais alors, par linéarité :
0 0

an+2 =
(n+1) (! (n+1) Tl
Ans2 == f t"V1- tzdt— ’”2\/ —r2dt (an = an+2) ©3ani2+ (n+Dans2 = (n+1)an | aniz = W
0 n
) n+1l apy L.
4. Justifier alors que, pour tout n € N : <2 <1 et, en déduire que: ap+1~ ap
n+4 ap
an+2 An+1 . n+l d 1
Avecll-2,ona: ap2<api <a;=> ST <1 car an >0 puis : " <1| avecll-3.
ap an n+ 4 an
n+l n L. ) . . an+1
Comme ~— 1, le théoreme des gendarmes permet alors d’obtenir que : T ole
n+4 n n—+oo n—+oo ay,
5. Peut-on conclure avec la régle de d’Alembert sur la nature de la série )" a,?
. an+1 an+1 R , . ver s
Puisque " 1, on ne peut conclure avec la regle de d’Alembert puisqu’il s’agit du cas douteux.
an a, n—+oo
6. Démontrer que la suite (by,) ;1 ou b, = n(n+1)(n+2)a,a,—1 est suite constante.

Pour neN*: b, = = _n-D+1 -
: ns1=Mm+1D)(n+2)(n+3)ap+1a, O Apyl = Au-1)+2 = oD +4an_1 = San_l avec II-3

anp_1a,=nn+1)(n+2)aya,—_1 = by, et|lasuite (by,) =1 est donc constante

Aussi: by = (n+1)(n+2)(n+3)><

L1k P L.
7. En déduire que ai ~ 53 et conclure sur la nature de la série }_a,
n

n 1 = .
Ona: bn:bl:1><2><3><a1><a0:6xzx§:§ mais by ~nXxXnxnxa,xda, carda,_;~ a,avecll-4

.. 3.2 o 2 X . v 0z
Aussi: n’a; ~ b, ~ 7 ©|a, ~— | maisalors a;,~ car a, > 0 aussi, par critere d’équivalence )_ a,, alaméme

2ns \/En%

nature que la série ).

. . 3 .
- qui est de Riemann avec a = z > 1 donc ‘ la série Y a; converge
2nz
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’ PROBLEME N° 3| Les trois questions sont totalement indépendantes

1. On considere I'équation différentielle (E;): sh(#)y' —ch(f)y =1

(a) Vérifier que f = [t — —ch(#)] est une solution de (E;) sur R
f estde classe C! sur R avec f'(t) = —sh(z) aussi :
VreR, sh(2)f'(£) - ch(2) f(2) = sh(#) x (—sh(2)) —ch(?) x (- ch(?)) = —sh?() + ch?(r) = 1
Ainsi, ‘ la fonction f = [t — —ch(#)] est une solution de (E;) sur R ‘

(b) Résoudre (E;) sur un intervalle I qui est inclus dans R*

(E;) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 qui est résolue sur I car sh(#) # 0 si ¢ # 0. Le cours s’applique.

h(zt
e Solutions homogenes sh(#)y'—ch(f)y=0< y'— Zh—zt;y =0 cart#0surl
Lensemble des solutions homogenes est Vect(h) ou h(f) = e A avec A une primitive de a ou

ch(p) u'(1)

sh() ~ u(D)
Mais, sh(#) garde un signe constant sur I et quitte a faire porter le signe a la constante, on peut affirmer que les
solutions homogenes sont les fonctions C x h ot1 C € R et h(¢) = sh(?)

» Solution particuliere On sait que [ — —ch(#)] est une solution d’apres 1a).

a(t) =— ol u(f) =sh(#) donc A(t) = —In|sh(f)] convientet h(t) = emIShO! = |gh(g)]

» Solutions générales | Lexpression de la solution générale de (E;) surIest y(f) =Csh(t)—ch(f) ouCeR

(c) Déterminer toutes les solutions de (E;) sur R
Il s’agit désormais d’étudier le recollement en 0 des solutions.
Analyse Si y est une solution de (E;) sur R alors :
- C’est une solution sur ] —o0,0[ soit: ICe R, V¢ <0, y(¢) = Csh(¢) —ch(r)
- c’est une solution sur ]0, +oco| soir : AKe R, V¢ > 0, y(£) = Ksh(z) —ch(z)
- I'équation est vérifiée en 0 donc 0x y'0)—1x y(0)=1= y(0) = -1
- y est une fonction continue et dérivable en 0 < y admet en 0 un DL a 'ordre 1 or :
en0” : Ksh(f)—ch(r) =K(t+o0(0)-(1+0(n))=-1+Ks+o0(r) en0": Csh(r)—ch(®)=-1+Ct+o(t)
Lexistence et 'unicité du DL conduitaK=Cetona: y(0)=—-1et y'(0) =K
Synthese Les fonctions [ — Csh(#) —ch(#)] ou C € R sont des fonctions dérivables sur R qui sont solutions de (E;)
pour tout ¢ réel
Conclusion :| Lexpression d'une solution de (E;) sur Rest y(t) =Csh(#)—ch(?)] ouCeR

. . i . 1+2x?
2. On considere 'équation différentielle (E»): (1+x%)y" +4xy + e 0
x
(a) Vérifi la fonction h ! t lution de (Ey) R
a) Vérifier que la fonction h = |x — est une solution de (Ep) sur R.
V1+ x?
Puisque 1 + x> > 0 pour x réel, h est une fonction dérivable sur R par les théoréme usuels (composition et quotient) :
1 3 2x2 -1
h(x):(1+x2)_%, h/(x):——><2xx(1+x2)_%: = et h”(x):—1><(1+xz)_%—x><——><2x><(1+xz)_g:x—5
2 1+x2)2 2 (1+x2)2
o , 1+2x? 5 2x2-1 -x 1+2x? 1 2x% —1-4x*+1+2x%
A+x5)h"(x) +4xh'(x) + 2h(x):(1+x)><—5+4x>< =4 5 X - = 5 =0
l+x (1+x2)32 A+x2)2  1+xX° (14422 (1+x2)2

Finalement, h est bien une solution particuliére de (E,) sur R
(b) Résoudre (E,) sur R

(E2) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene résolue en y” car 1+ x% # 0 sur R donc, d’aprées
le cours, I’ensemble des solutions de (E,) est de la forme Vect(h;, hy) ou (hy, hy) est une famille libre de solutions
homogeénes.

On connait déja I'une des solution donc on recherche I'autre en utilisant la méthode de Lagrange. On la recherche
sous la forme y(x) = h(x)z(x) ou z est une fonction deux fois dérivable sur R et on cherche une équation d’ordre 1
vérifiéeparz': y=zxh Yy =Zh+zh'  y'=z"h+2Z'hW +zh"

2x2 1+2x2

y=0< (1+x%)(hz" +22z'h' + zh") + 4x(Z'h + zh') + 3 xzh=0
x

(1+x2)y"+4xy' + 1+
1+ x2

o (1+x)he"+ (20 +x*)h' +4xh)z' + ((1 + xR +4xh’ + 111

N

—_—

=0
o Vit + (2(1 +32) x —x(1+x2)"3 +4x(1 +x2)—%) xz =0
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2x 2x

On a donc obtenu : =z x hsolutionde (E») © V14 x2z'+ ——7/ =0 2" — zZ'=0
y (E2) (e 1+ 22
2x
On résout I'équation différentielle linéaire d’ordre 1 Y’ + o sY=0
X
o 2x v'x) . 2 2 2 2
Une primitive de a(x) = —— = ouv(x)=1+x“estA(x)=In|1+x°|=In(1+x“)car1+x“>0
1+x2  v(x)
Aussi, I'expression de la solution est Y(x) = Ce™A(®) = Ce~In(1+x") = 2 olCeR
C
Ainsi: y=zx hsolution de (Ey) © z'(x) = Tt 22 ot CeER < z(x) = CArctan x + K ot1 (C,K) € R?
CArctanx K N 2
< y(x) = z(x)h(x) = + ou (C,K) eR

V1+x2 V1+ x?

. ) ] . L CArctanx K . 5
En conclusion : | I'expression de la solution générale de (E;) est y(x) = + ou (C,K)eR

V1+ x2 V1+ x2

Arctan x

V1+x?

cad que |'ensemble des solutions est donc Vect(hy, hp) ou hy =h= [x— ethy=|x—

1+ x2

3. Soit (E3) 'équation différentielle x?y"” —5xy’ +9y=x+1
(a) Déterminer une solution P polynoémiale et non nulle de (E3) sur R
Notons 7 € N son degré et a son coefficient dominant alors P(x) = ax” + R(x) oudeg(R) <neta#0
x?P"(x) —5xP'(x) +9P(x) = x+1 & xz(n(n -1ax"?+ R"(x)) - Sx(nax"‘1 + R’(x)) + 9(ax” + R(x)) =x+1
& (n(n -1)-5n+ 9)ax” +x*R"(x) - 5xR'(x) + 9R(x) = x + 1

dede‘grré<n
>n=let(n’-6n+9a=1=>n=1etda=1

1
On cherche alors P d’expression P (x) = Zx +boubeRsoit:

1 X 1
sz”(x)—SxP’(x)+9P(x):x+1©x2><0—5x><Z+9(Z+b):x+1©x+9b=x+l©b:§

Lunique solution de (E3) qui est polynémiale est|P(x) = — +

s
O | =

(b) Résoudre I'équation z” —6z' +9z=0
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants. L'équation caractéristique est

r?2—6r+9=0< (r—3)? = 0 aussi| les solutions ont donc pour expression z(t) = (At + B)e>! ol1 (A, B) € R?

(c) Iestl'un des intervalle ]0, +oo[ ou ] — o0, 0[. Pour résoudre I'équation homogene associée a (E3), on pose t =In|x|.
Sur quel intervalle varie la nouvelle variable ¢? ¢t =1In|x| € R puisque |x| €]0, +oo[ lorsque x décrit ] — oo, 0[ ou ]0, +o0o]

Calculer les dérivées premiere et seconde de y(x) = z(In|x|) al'aide des dérivée premieére et seconde de z lorsque z
est une fonction deux fois dérivable sur R puis justifier que :

y est solution homogene de (E3) sur I « z est solution sur Rde z”" —6z' +9z =0
Par composition de fonctions deux fois dérivable et puisque |x| > 0 sur I alors y est deux fois dérivable surIeton a:

1 1 1 1 1 1
y’(x):(lnlxl)/z’(ln|x|)=—xz’(lnlxl) et Y'(x)=-—=xzZ(n|x))+—x—z"(n|x]) = - Z'(n|x|)+—z"(n|x|)
X x2 X X x2 x2

Alors: y est solution homogene de (E3) surl < VYxel, x2y"(x) —5x)'(x) + 9y(x) =0
o Vxel Z'(In|x]) — 2'(n|x]) =52’ An|x]) + 9z(n|x|) =0
o VteR, Z'(1) -6z (1) +9z(t) =0
(d) Déterminer les solutions de (E3) sur I lorsque I est I'un des intervalle ]0, +oo[ ou | — 00, 0[.

Dans ce cas, (E3) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 résolue en y” donc, d’apres le cours, I'ensemble
des solutions est de la forme y,, + Vect(hy, hz) ou y, est une solution particuliere et Vect(hy, hy) est I'ensemble des
solutions homogenes avec (h1, h2) une famille libre de solutions homogenes.

La question 3a donne une solution particuliére sur R donc aussi sur I soit y, =P =
D’apres 3cet3b:

¥y =[x — z(In|x|)] est solution homogene de (E3) surl < 3(A,B) € R2,VteR, z(t) = (At+B)e ou t =In|x|
< 3(A,B) e R?,Vxel, y(x) = z(In|x|) = (Aln|x| + B) 310 1¥!
=AlxIn|x| +B|x®

x 1
X— —+—
4 9

x 1
Lexpression d’'une solution de (E3) surIest donc  y(x) = ax’In|x|+px3 + il + B ot (o, B) € R? | (quitte a faire

porter le signe de x3 sur les constantes réelles)
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