PT 2025-2026 : Correction du DM n° 1

Applications directes du cours

1. a. Déterminer la suite (1) ey Vérifiant ug =0, u; =let:VneN, u,io =5uUp1 —6Uy,.

L équation caractéristique est r?—5r+6=0< (r—2)(r—3)=0 avec deux racines distinctes r =2 ou r =3

L'expression de u, estdonc: u,; =A2"+u3" ou A\ et usont des réels qu'on détermine avec les conditions initiales.
up=0 - A+pu=0 - A=—u
up=1 2 +3p=1 p=1

b. Trouver les solutions de 'équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre d’inconnue y de la variable x qui a
la méme équation caractéristique que la suite (i) nen.

Ainsi:|VneN, u, =3"-2"

Il s'agit de résoudre y”"—5)'+6y =0 et on connait déja I'équation caractéristique qui a deux racines r =2 et r = 3.

‘ Lexpression d'une solution est donc  y(x) = Ae?* + pe3x ou (A, € R2

c. Trouver les solutions de I'’équation différentielle linéaire du second ordre d’inconnue y de la variable x dont I'équation
précédente est '’équation homogene et qui admet cos x en second membre.

Il s’agit de résoudre y” —5)'+6y = cosx or on connait déja I'expression des solutions homogenes donc il s’agit de
rechercher une solution particuliere puisque une solution est la somme d’une solution particuliere et d’'une solution
homogene.

Comme cos x = Re(e'*), une solution particuliere est de la forme y, = Re(z,) ou z, est une solution particuliere de
7' -5z +6z=e'".

Le second membre est alors de la forme e”* avec m = i qui n’est pas racine de 'équation caractéristique aussi on
cherche la solution sous la forme z,(x) = ae’* o @€ C:  zp(x) = ae'?, 2, (x) = ine', Z,(x) = iae’™ = —ae'™

1 1+i

2""(x) =52, (x) + 62(x) = e* & —ae’* —5iae* +6ae* = ei* > a5(1—i) =1 a= =—
p(%) (%) (X) ( ) 50-1) " 10

1+i . 1
Deslors: y,(x) =Re (Te’x) =10 (cosx—sinx) eton peut conclure que

1
I'expression finale des solutions est y(x) = Ae?* + pe3* + = (cosx—sinx) ot (A, p) € R?

2. a. Déterminer la suite (v,;) ey Vérifiant vg=0, vy =1let:VneN, v,.2 = 40,41 — 4V,

Léquation caractéristique est r2—4r+4=0< (r—2)>=0 avec une racine double r =2

L'expression de u, estdonc: u,=(An+ 2" ou A ety sontdes réels qu’'on détermine avec les conditions initiales.
uy=0 =0 =0 - -

{ 0 @{” @{” Ainsi:|VneN, u, = n2"!

u =1 A+w2=1 A=3

b. Trouver les solutions du probleme de Cauchy associé a I'équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre
d’inconnue y de la variable x qui a la méme équation caractéristique que la suite (v,) ,en avec les conditions initiales
y(©)=0ety'(0)=1.

Il s’agit de résoudre y"—4y'+4y =0 eton connait déjal’équation caractéristique qui a une racine double r = 2.
Lexpression d’une solution est  y(x) = (Ax+p)e** ol A et p sont déterminés avec les conditions initiales :
yI(O)ZO - p=0 - p=0
y'(0) =1 A+2u=1 A=1

3. a. Déterminer la suite (w;,) ey Vérifiant wy =0, wy =1let:VneN, wyio =2w, —4wy,

¥ (x) = @QAx+A+2p)e?*  et: {

Ainsi:|Vx€R, y(x) = xe**

L équation caractéristique est r2—2r+4=0 de discriminant A =4-16=-12= (2v/3i)?

2+2ivV3
Il y a donc deux racines complexes conjugués r = —\/_ =1+iV3our=1-iV3

V3

1 ‘x
On peut aussi écrire ces racines sous forme exponentielle: 1+iy/3=2 (5 +i 7) =23

. B . B N p .y .. R
L'expression de u, est: u, =2" ()\ cos (ng) + psin (ng)) ou A et p sont déterminés avec les conditions initiales.

{LtO:O A=0 A=0 Adnsi | v N 2n ( Tl')
< > nsi:|VneN, u, = —sin(n-
g TP S = Syl

b. Trouver les solutions de I’équation différentielle linéaire homogeéne du second ordre d’inconnue y de la variable x qui a
la méme équation caractéristique que la suite (wp) nen.

I s’agitde résoudre y”"—2y'+4y =0 eton connait déjal’équation caractéristique qui deux racines complexes conju-

guées r = 1+ iv/3.| Lexpression d'une solution est y(x) = e*(A cos(v/3x) + psin(\/§x)) ol A et p sont réels.
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+1
V2Vx2+1

Lobjet de ce probléeme est1’étude de I'application f ou f(x) = Arcsin

X | x| +1six>0 , . . . e
=—= . Pour répondre aux questions de la partie II, on pourra faire référence

On définit, pour x € R*, sg(x) = — = — .
p g(x) x| x —-1six>0
aux résultats de la partie I en précisant clairement le numéro de la question utilisée.

x+1
V2Vx2+1

I-1/ Justifier que u est continue et dérivable sur R et déterminer u'(x) pour tout x réel.

Partie I : Ftude de u oi1 u(x) =

- La fonction affine v = est continue et dérivable sur R.

X——

V2

wy =[x — x? +1] est C° et dérivable sur R

-{ wy =[x— /x] est C*sur [0, +oo[et dérivable sur ]0, +oo[ = w = w, 0w = [x— V1+ x?] est C° et dérivable sur R.
Vx€R, x*+1€]0, +ool
v est C? et dérivable sur R

-d westCet dérivable surR = 1 = — est C° et dérivable sur R

VXeR V1+x2#£0 w

2x
V1i+x2—(x+1) x ———
' el 2V1+x? 1 (1+x)—x(x+1) 1-x ,
Enfin:VxeR, u'(x) = — x 5 = x - = —=u'(x)
— V2 (1+x?) V2 (1+x2)2 V2(1 + x2)2
[-2/ Donner les limites de u(x) lorsque x tend vers —oo et lorsque x tend vers +oo
X 1 X X 1 1
En o0 u(x) ~+ ~40088(X) x — car —— = — (Rappel: 2 +1~x2=> Vx2+1=(x%+1)2 ~(x3)2 = v/x2) onadonc:
= ave s 2
2 2
Iim u(x)= —£ et| lim u(x)= +£
X——00 2 X—+00 2

I-3/ On va justifier que u est a valeurs dans [-1, 1] de deux fagons.

I-3-a/ Preuve analytique : Donner le tableau de variation de u. Conclure que : Vx € R, u(x) € [a,1] ou a€] —1,1] est a préciser.

SurR, v2(1+x2)? >0 donc /(x) a le signe et les zéros de 1 — x : e o 1 oo
D’apres ce tableau de variation, on peut dire que : u'(x) + 0 -
VxeR, ulx)€la,1] oua= \/ze] 1,1[ !
) ) - 2 ’ u / \
—-V2/2 V2/2
[-3-b/ Preuve algébrique. Justifier le raisonnement par équivalence suivant :
x+1
Pourxréel: -1<———<1lo-V2VxX2+1<sx+1<vV2Vx2+le (x+1)2<2(x®+1)
V2Vx2+1

Poursuivre ce raisonnement pour prouver que u est bien a valeurs dans [—1, 1].
De facon analogue, résoudre les équations u(x) =1 et u(x) = —1.

x+1
Pour x € R, —ls\/_—zsl S V2V +1<x+1<vV2Vx2+1 carv2vVx2+1>0
2Vxc+1
o x+12<2(x?+1) carVa=0, —ast<aol|tlsae0<t?*<d?
en utilisant la croissance de la fonction [x — x2]
Le raisonnement par équivalence proposé est donc justifié.

sur [0, +ool.

Aussi, pour tout xréel : —1 < u(x)<1e x> +2x+1<2(x*’+1) o 0<x’-2x+lo (x-12=20 xeR
Ces équivalence justifie donc que : Vx € R, u(x) € [-1, 1] autrement dit que‘ u est a valeurs dans [-1,1].
Pour x réel :
ux)=lox+1=v2Vi+xZ ox+120 et (x+1)2=(V2VI+x2)*=2(1+x?)
ox=-1 et (x—1)?=0
ox=1
et u)=-lox+l=—v2Vi+x2 ox+1<0 et (x+1)2=(-v2V1i+x2) =201+x?)
ox<-1 et (x-1?%=0
< xe@ cariln'yapasde solution

En définitive, ‘ I'équation u(x) = 1 possede une unique solution dans R qui est x = 1

et‘ Yéquation u(x) = —1 n’a pas de solution dans R. ‘
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Partie II : Etude de Ia fonction f

II-1/ Donner le domaine de définition de f. Calculer f(0), f(1) et f(—1) et en déduire que f n’est ni paire ni impaire.
Ona: f = Arcsinou. Or, la fonction Arcsin est définie sur [-1,1] donc :
f(x) existe & u(x) € [-1,1] & x € R d’apres [-3 donc ‘ la fonction f est définie sur R ‘

f(0) = Arcsin % = Arcsin g = g =f(0)| f n’estpasimpaire car f(0) # 0 alors que f est définie sur R
f (1) = Arcsin 2 = Arcsinl = I_ fa

B V2V2_ 2
f(=1) =Arcsin0=|0= f(-1) f n'est pas paire car f(-1) # f(1).

11-2/ Etudier la continuité de f.

u est continue sur R (d’apres I-1)
D’apres I-1, { Arcsin est continue sur [-1,1] = ‘ f =Arcsinou est continue sur R ‘
VxeR, u(x) € [-1,1] (d'apres I-3)
I1-3/ Montrer que les théorémes usuels assurent la dérivabilité de f en x pour x € R — {m} ou m € R est a préciser.
Etablir que f'(x) = slm —x)
1+ x2)«
D’apreésI-3-b,onavuque: VxeR—{1}, u(x)e€]—1,1[ (en retirant les solutions de u(x) = +1)
u est dérivable sur R (d’apres I-1) donc aussi sur R — {1}
Aussi, { Arcsin est dérivable sur]—1,1] = ‘ f = Arcsinou est dérivable sur R — {1}
VxeR-{1}, u(x) €] —-1,1[ (d’apres I-3)

pour x € R— {m} ot « > 0 est a préciser.

u'(x)
vV 1-u2(x)

+1)? 2_2x+1 —1)? -1
Or: 1—u2(x):1—(x F _seovl | el donc \/l—uz(x)=L

Par les dérivées usuelles, on a, pour xe R—{1},ona: f'(x)=

20+x2)  21+x2)  20+x?) V2V1+ 22
) , N , 1—-x 0 1—x 1
mais, d'apresI-1: u'(x) = —— etdong, finalement: Vxe R—{1}, f'(x)= X ——
\/§(1+x2)5 lx—1] 1+x
sg(l—x) sg(m—x)

On a donc justifié que: | VxeR—{1}, f'(x)= oum=leta=1

1+x2  (1+x2)%

11-4/ Etudier la dérivabilité de f en m al'aide du théoréme de la limite d'une dérivée
1

—_— —

1+x2 x—1- 2

Etudions la dérivabilité de fenm=1:six>1, f'(x) = -

1
—— —— et six<l], f/(x)=
1+x%2 x—1+ 2 Fe

Le théoreme de la limite d'une dérivée s’applique donc a f sur]—oo,1[ et sur [1, +ool :

1 1
f n'est pas dérivable en 1 mais f est dérivable a gauche et a droite en 1 avec fg’(l) -3 et f;(1)= =2

II-5/ Justifier le tableau des variations de f.

D’apres I1-3, f'(x) ale signe de 1 — x si x e R— {1} X —00 1 +00
D’apres I1-4, f’ n'est pas définie en 1 mais f(1) = E. f'( + I =

\/E 2 T /2
D’apresI-2: xgrfw u(x) = 17 donc, par composition, xgrilmf(x) = iZ f / N\
Cela justifie le tableau de variations : —n/4 n/4

II-6/ On note C la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (0; 7, 7). Préciser les asymptotes de € f
Donner les tangentes ou les demi-tangentes aux points A, B et C d’abscisses respectives—1,0 et 1.
Esquisser la courbe C ¢ (Unités graphique : 2 cm pour 1 en abscisse et 8 cm pour 7 en ordonnée).

) n
D’apres les limites de f en +oo, on déduit que C ¢ possede deux asymptotes horizontales d’équations y = — ety= 7

+1 +1
Comme f est dérivable en —1 et en 0 avec f'(—1) = = et f'(0) = - = 1, on peut préciser les tangentes a Cy.
5 f 0 " a . ), x+1
La tangente a Gf au point A d’abscisse —1 a pour équation y = f'(-D)(x+ 1D + f(-1) & y = —
|
La tangente a Gf au point B d’abscisse 0 a pour équation y = f/(0)(x—0) + f(0) © y = x + A

On a prouvé que C; posséde deux demi-tangentes de pente i% au point C d’abscisse 1.
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, Partie III : Expression simplifiée de f (x)

II-1/ Prouver que : IKeR,Vx <1, f(x)=Arctan(x)+K et expliciter K. L'égalité est-elle valable pour x =17

!
Onavu,enll-3, que: Vx<1, "(x) = = | arctan x < dJKeR,Vx<l1, (x) =Arctanx + K
q

1+ x2
|
On peut préciser K en évaluant cette égalité valable pour tout x < 1 en x =0 < 1. On obtient : i 0+K.

b b T
Comme f(1) = 7= Arctanl + 7 I’égalité reste valable pour x = 1. Ainsi:| Vx <1, f(x)=Arctanx+ i

III-2/ Proposer une expression simplifiée de f(x) pour x > 1.

Deméme:Vx>1, f'(x)=-

/
o2 (—Arctanx) & dCeR,Vx<1, f(x)=—-Arctanx+C
x
On détermine C en utilisant un passage a la limite pour x tendant vers +oo dans cette égalité :

m
f(x) —— — et —arctanx+K
x—+oo 4 X—+00

s ... b 3n
——+C conduita —=-—+C&C=—
2 4 2 4

3n
Ainsi:|Vx>1, f(x)=—-Arctanx+ v
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REMARQUES SUITE A LA CORRECTION DES COPIES

Bien traité. Quelques petits conseils de rédaction a voir sur les copies. Attention, le sujet précisé « y de la variable
x »et donc c’est maladroit d’écrire y(f) = ... (et encore plus d’écrire y(x) = Ae?’ + ue3! qui devient carrément faux!)

Certains étudiants sont troublés lorqu’'on demande de « donner les solutions d'une équations différentielles » et pas de ré-
soudre un probléme de Cauchy. Aussi, ils inventent parfois des conditions initiales qui sont inexistantes dans le sujet. L'expres-
sion des solutions d'une équation différentielle fait bien souvent apparaitre des constantes d’intégration dont il faut préciser
la nature.

PROBLEME

I-1/ Attention a na pas oublier les hypotheses lorsque vous utilisez les théorémes sur la composition et le quotient.

Attention! Ce n’est pas parce que la fonction est définie qu’elle est forcément continue. Le contre-exemple de la fonction
f=lx— [—xzj] qui vaut —1 sur [—1,0[u]0, 1] alors que f(0) = 0 doit suffire a vous en convaincre.
Pour justifier la continuité et la dérivabilité de u, on utilise deux théorémes usuels qui nécessite des hypothéses :

- une composition (pour construire v 1 + x2) qui nécessite 'hypothese « Vx € R, 1+ x = 0 » pour la continuité et 'hypothese
«Vx€R, 1+x*>0 » pour la dérivabilité. Attention, la racine carrée est continue sur [0, +oo[ mais dérivable sur ]0, +oo[!

- un quotient qui nécessite 'hypothése « VxeR, V1+x?#0 »

Tous les éléments soulignés sont recherchés par le correcteur dans votre justification faute de quoi celle-ci est incomplete...
Le calcul de la dérivée a, par contre, plutdt été bien mené.

I-2/ et1-3-a/ Questions assez bien traitées sous réserve de bien mettre en avant que VX2 = |x]. On peut juste regretter que
certains ne s’approprient pas des rédactions plus matures a I'aide d’équivalent.

I-3-b/ Cette question a été tres mal réussie. Il s’agissait de justifier les équivalences en utilisant le bon argument :
- pour la premigre, on multiplie par v2vx? + +1 > 0 donc I'ordre ne change pas
- pour la seconde, il fallait étre plus minutieux : —a < x < a < |x| < a puis on peut utiliser la croissance du carré sur [0, +oo[
La poursuite du raisonnement n'a, en général, pas posé de probléme pour aboutir 4 la tautologie (x — 1) =0
Concernant la résolution des équations u(x) = 1 et u(x) = —1, bien souvent, vous écrivez une équivalence fausse :
x+1=v2Vx2+1= (x+1)2=2(x*+1) mais la réciproque est fausse car, lorsqu’on prend la racine :

Vx+1)2=|x+1|etpasx+1
2
Pour obtenir une équivalence, il faut écrire: x+1=v2vVx2+1o (x+1)2= (\/5\/ X2+ 1) =2(x*+1)etx+1=0

Drailleurs, faute de ce type de précision, I'absence de solution a’équation u(x) = —1 a souvent été mal justifiée :
x+1

ux)=-leo ————=-lox+1=—vV2Vx2+1 carvx2+1#0
V2Vx2+1

2
s (x+1)2= (—\/E\/x2+l) =2(x’+1)etx+1<0
©x2—2x+1=0etx<—1@(x—l)Z:Oetxs—l ox=letx<s-loxeg
II-1/ Attention a ne pas confondre le domaine de définition avec le domaine de valeurs de Arcsin :

. P N Ty . . . T T
Arcsin est définie sur [—1, 1] a valeurs dans [—5, 5] cad Arcsin(x) existe pour x € [-1,1,] et alors Arcsin(x) € [—5, 5] .
De ce fait : f(x) = Arcsin(u(x)) existe © u(x) € [-1,1] © xe R d’apres la question I-3.

Le reste de la question a été sinon bien traitée.

I1-2/ et 11-3/ Certains n’ont pas encore compris I'utilisation du théoréme de composition!Ici, f = Arcsinou est une composée.
Arcsin est continue sur [—1,1] donc Arcsin(u(x)) sera continue pour les x ou u(x) € [-1, 1] autrement dit pour x € R : 'hypo-
these de composition est donc Vx € R, u(x) € [-1,1]

Arcsin est dérivable sur ] — 1, 1[ donc Arcsin(u(x)) sera au moins dérivable pour les x ou u(x) €] — 1, 1[. D’apres la partie I,
on sait que u(x) € [-1,1] pour tout x réel mais il faut retirer a R les réels x ot u(x) = +1 oronsaitque: u(x) =1 x=1et
que u(x) = —1 n’a pas de solution. Le théoréeme de composition ne peut donc s’appliquer que sur R — {1} et 'hypothese de
composition est donc Vx e R— {1}, u(x) €] - 1,1[.

Attention! Les théoremes usuels sont des implications : f est au moins dérivable sur R—{1} mais on ne sait rien de la situation
en 1 ou la fonction peut étre ou ne pas étre dérivable. Il faut donc faire une étude ponctuelle en x = 1 (c’est 'objet de la
question II-4) pour justifier la non dérivabilité en x = 1.

Attention! L'argument : « je calcule f'(x) et je constate que f’(x) n’est pas définie en 1 donc j'en déduis que f n’est pas
dérivable en 1 » n'est pas acceptable. Le calcul des dérivées utilise les théorémes usuels et il n’est donc valide qu’aux réels ou
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les théoremes usuels s’appliquent...C’est une étude ponctuelle qui permet de conclure (recherche de la limite par un taux
d’accroissement) ou bien I'utilisation, comme ici, d'un autre théoreme d’analyse.

Concernant le calcul de f'(x) :

!
- attention a ce que vous écrivez: Arcsin’(u) n’est pas (Arcsin(u))

1
En effet : Arcsin’ (1) est I’évaluation de la dérivée de Arcsin en u soit : Arcsin’ (1) = ——
V1-u?
’ / u'
Alors que, la seconde (Arcsin(u)) est la calcul de la dérivée de la composée Arcsinou soit (Arcsin(u)) = —
V1-—u?

La simplification de v/1 — u?(x) a posée des problémes a certains (voir le corrigé). Je rappelle que vV a? = |al et pas a!
I1-4/ Plut6t bien fait en général.
II-5/ et II-6/ Si un sujet nomme des points (ici A,B et C), on doit retrouver les points sur votre tracé. Si le sujet demande de

préciser les tangentes en ces points, on doit « marquer » les tangentes sur le tracé. De méme, si le sujet demande de préciser
les asymptotes, celles-ci doivent apparaitre dans le tracé.

Attention a bien respecter les unités graphiques quand elles sont données!

II-1/ et I11-2/ La question de la validité de I'égalité en x = 1 consiste en une vérification d’égalité une fois que K a été trouvé.

J’ai vu de tentatives de raisonnement avec des « on pose » qui on rarement été convainquant (sauf sur une copie) mais ces
approches étaient bien compliquées alors qu’il s’agissait ici d’'un raisonnement classique d’intégration de la dérivée.

Six<1lalors f'(x)= —= Arctan’(x) de sorte qu’en intégrant : f(x) = Arctan x + K ot K est une constante réelle.

1+x
La rédaction optimale est: IKeR,Vx > 2, f(x) =Arctanx+K car elle montre bien (par 'ordre des quantificateurs) que K

ne dépend pas de x.

Pour déterminer la valeur de K, on peut utiliser une évaluation pour un x vérifiant x < 1 (par exemple x =0 ou x = —1).

-1
Six>1lalors f'(x)= o2 (—Arctanx)’ de sorte qu'en intégrant : f(x) = —Arctan x + C ol1 C est une constante réel.
X

Pour déterminer C, on ne dispose pas de réels x > 1 dont on connait I'image dans le sujet...mais on peut utiliser

o n . Tk . T_ 3n
- soit th.P fx) = 1 (question II-5) : lorsque x tend vers +oo, 'égalité  f(x) = —Arctanx+C devient 1732 +CeC=—
—+00

T T T 37
- soit la continuité de f en 1 soit lil’lil f)=f1)= 2 de sorte que f(x) =—Arctanx+C devient 2571 +CeC= T
xX— +
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