‘ PT : Relation ~ et o (rappels PTSI) ‘

Etant donnée deux fonctions f et g ne s’annulant pas au voisinage de a sauf peut étre en a,

* « f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a» lorsque % 7 0
gx) =

ce qu'on peut écrire  f(x) = g(x) xe(x) avec g(x) — Oetquonnote f(x)=o04(g(x)) (ou f =04(g))
Exemples: a) f(x) =04(1) & )lcif,%f(x) =0

b) x*2=0(x)en0 mais x=o0(x?) en +oco

C)En0: x%’lnx=o0(x) maisaussi x’Inx=o(nx) ou x*lnx=o(xlnx)

Le "0o" permet de regrouper tous les termes qui sont a négliger (et donc qu’on peut oublier) ce qui permet de
"nettoyer" une expression en ne gardant que les termes importants localement.

. -10
Exemples: En +oo, estimons f(x) = x100 4 p1077x 4 cogx

e « f(x) est équivalente a g(x) au voisinage de a» lorsque % — 1

ce qu'on peut écrire  f(x) = g(x) x W(x) avec y(x) — 1 etquonnote f(x)~,8(x) (ouf~48)
(%) ~a 8(x)
g (x) E’ ¢

D’ailleurs, lorsque justement f(x) — #0,alors f(x)~4€ (Cest équivalentle plus simple qu’on puisse trouver!)

L'équivalent est un outil particulierement efficace pour la recherche de limite : { = f(x) — 1)

Attention! Ecrire  f(x) ~, 0 n’a donc aucun SENS car on ne peut pas définir cette proposition...
On dispose aussi de I'équivalence: f(x) ~, g(x) < f(x) = g(x) + 04(g(x))
()

Preuve: f(x) = g(x) + Oa(g(x)) < @ =1+ Oa(l) —a 1

Les DL donnent donc un outil privilégié pour déterminer un équivalent pour une expression : le premier
terme non nul du développement limité donne un équivalent.
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Exemples: En 0: f(x) = xe* —In(1+x) = x(1+ x+0(x)) - (x — 5 + o(x?)) = %xz +0(x?) ~g %xz

Les opérations compatibles avec les équivalents sont
[i(xX) ~a 81(%)
J2(%) ~a g2(x)
Preuve : fi(x) = ¥1(x)g1(x) et fo(x) = V2 (x)g2(x) ot ¥;(x) — 1 donc
[ (X) f2(x) = ¥1(0)P2(x) g1(x0)g2(x) et
—_——
—1x1=1

w~ g1(x)
LX) g

— les produits et les quotients : { = fi(x) f2(x) ~a §1(X)g2(x) et

filx) _ Yi(x) g1(x)
f) Yalx) go(x)
——

1

—1

— le passage a une puissance a e R: f(x) ~, g(x) >0 alors f(x)* ~, g(x)"}

o aln f(x) fx)
f@ _e _ eo((lnf(x)—lng(x))) _ e(xlng(—fn L0 car fx) 1

g(x)® - eaIng(x) - g(x)
— le changement de variables: f(x) ~, g(x) et x = (1) —a alors  f(@(0) ~p» g(e(®)
—

Preuve :

Attention!

- Laddition n’est pas compatible a cause de termes de méme poids pouvant conduire a des non SENS du

stvle - In(1+x) ~px
yie: In(1-x) ~g—x

- La composition (par 'extérieur) est fausse en général :

ex+1
oX

ne permettant pas d’obtenir un équivalent de In(1 + x) +In(1 — x)...

= e qui ne tend pas vers 1

In(1 + x?) x2 0%1
—_— ~) — =X —
In(1+ x) 0 X

Contre-ex: X+ 1~,o x mais e*™! £, e* puisque

Contre-ex: 1+ x%~g 1+ x (aussi ~g 1 d’ailleurs...) mais In(1 + x%) %o In(1 + x) puisque

Exercices

1. Déterminer un équivalent en +oo puis en 0 de f(x) = x + x>+ 1—e*

2. Déterminer un équivalent en 0 et en +oo de g(x) = x+ xInx+In(1 + /x)
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