CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

CHAPITRE VII: INTEGRALES GENERALISEES

I) Intégrales d’une fonction continue sur un intervalle

Dans cette partie, a et b sont des réels avec a < b.

I-1) Intégrales d’'une fonction continue sur le segment [a, b] (Rappel PTSI)

|

{ Théoréme : Somme de Riemann |

Si f est une fonction continue sur un segment [a, b] alors

Zf(

(b—a)

b
)mfa fnde

La somme de Riemann s’'interprete comme la somme des aires algébriques des rectangles gauches construit sur la

courbe a partir d'une subdivision de [a, b] en n segments de longueur

Interprétation géométrique : Le réel f f(r)dt correspond a l'aire algébrique située entre la courbe représentative

de f,'axe des abscisses et les droites d’équations x = a et x = b.

a a
On a donc f fde= et on convient quef f(nde=
a b

On peut obtenir le méme résultat en utilisant les rectangles droits :

Ce résultat conduit a une technique de calcul numérique des intégrales qu’on appelle la méthode des rectangles.

n—-1 n n

kn
EXEMPLE N° 0.5 |: Déterminer llm - sin— et lim —_
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

{ Proposition : Propriétés de I'intégrale %

Lapplication est linéaire de C°([a, b]) dans R :

fr—»fabf(t)dt

On dispose des propriétés

e de positivité de I'intégrale :
* de croissance de l'intégrale :

b
e Pour f € C%([a, b],R) avec f = 0 sur [a, b], f f(ndt=0«

{ Proposition : Relation de Chasles et inégalité triangulaire %

Si f est une fonction réelle continue sur l'intervalle I et (a, b, ¢) € I3,ona

¢ Relation de Chasles :

* Inégalité triangulaire :

Le calcul pratique des intégrales repose sur le théoréeme fondamentale d’existence des primitives :

{ Théoreme : Existence des primitives }

Toute fonction continue sur un intervalle I de R admet une primitive sur I.

F:x-—»f f(ndr

En particulier, si f est continue sur I et a €I, alors est la primitive de f qui s’annule en a.

b
: f fnde= [F(t)]Z =F(b) —F(a) |ou F est une primitive quelconque de f sur [a, b]
a

:Si [u:] <R — R] est une application dérivable sur I'intervalle J avec u(J) < I
u(x)

G:ix— fdt

a

alors est dérivable sur J avec: G'(x) =

|EXEMPLENC 1|  On consideére la fonction

fx2 dr
F:x— —
x Int

1. Démontrer que F est définie et dérivable sur ]0,1[ et sur |1, +oo[

2. Calculer F'(x) et en déduire le sens de variation de F sur ces intervalles.

1
3. Déterminer la limite de F en +o0. On pourra minorer n7 pour t € [x, x?] lorsque x > 1.
n

1
4. Déterminer la limite de F en 0. On pourra encadrer 7 pour ¢ € [x?, x] lorsque x €]0, 1[.

2

1 t o dr
5. Déterminer les limites de F(x) au voisinage de 1. On pourra remarquer que — = —— et utiliser f —_—
Int tlnt x tint
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

I-2) Intégrale généralisée d’une fonction continue sur un intervalle quelconque

{ Définition : Intégrale généralisée sur [a, b[ ou ]a, b] }

* Si f est une fonction réelle continue sur [a, b|, on dit que

b X
I'intégrale f f(t)dt est convergente lorsque | x — f fnde
a
b
On note: f f—f f(nde= hrnf fde

Si la limite n’existe pas ou vaut +oo alors on dit que I'intégrale diverge.

admet une limite finie lorsque x tend vers b™.

* De maniere analogue : si f est une fonction réelle continue sur ]a, b], on dit que

b b
ff(t)dtestconvergentelorsque x-—»f f(de
etonnote : ff ff(t)dt—hmf f(nde

Si la limite n’existe pas ou vaut +oo, on dit que I'intégrale diverge.

admet une limite finie lorsque x tend vers a*

Exemples :

1
0 f In()dt est
0

{ Proposition : }

b
Si f est C%sur [a, b] et c € [a, b[ alors f(t)dt et f f(©)dt ontla méme nature (mais pas la méme valeur si convergente)
La nature de l'intégrale généralisée ne depend que du comportement de f au voisinage de b

La situation est analogue sur ] a, b] : la nature de f f(r)dt ne dépend que du comportement de f au voisinage de a.
a

{ Définition : Intégrale généralisée sur [a, +oo[ ou ] — oo, D] }

* Si f est une fonction réelle continue sur [a, +oo[, on dit que
+00 X
X— f fnde
a

I'intégrale f(©)dt est convergente lorsque admet une limite finie lorsque x tend vers +oo
+0o0 +00 X
Onnote: f f= f fde= lir+n f f(®dr Silalimite n'existe pas vaut +oo, on dit que l'intégrale diverge.
a a X=+o0Jq

a

* Si f est une fonction réelle continue sur | — oo, b], on dit que

b
x+—>f f(nde

b b b
Onnote: f f= f f(nde= xlim f f(t)dt Silalimite n’existe pas ou vaut +oo, on dit que I'intégrale diverge.
—00 —00 —TJx

admet une limite finie lorsque x tend vers —co

b
I'intégrale f f(p)dt est convergente lorsque
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

Exemples :

{ Proposition : }

+00

+00
Si f est CO sur [a, +ool et ¢ € [a, +ool alors f f(ndt et f(t)dt ont la méme nature (mais pas la méme valeur si
a

c
+00

convergente) La nature de l'intégrale f(t)dt ne dépend que du comportement de f au voisinage de +oco
a

b
De méme : La nature de f f(t)dt ne dépend que du comportement de f au voisinage de —oo
—00

{ Définition : Intégrale généralisée sur | a, b[ ou sur R %

* Si f est une fonction réelle continue sur | a, b|, on dit que

b c b
I'intégrale f f(r)dt est convergente lorsque f f(dtet f f(t)dt convergent pour c €]a, b[ quelconque
a a c

b c b
On note alors : f fnde= f fde+ f f(dtr Sil'une des 2 intégrales divergent, I'intégrale diverge.
a a c

¢ Si f est une fonction réelle continue sur R, on dit que
+00

c +00
I'intégrale f(r)dt est convergente lorsque f fndtet f f(r)dt convergent pour c € R quelconque
(e.9] —00 c

+00 c +oo
On note alors : f fde= f fdr+ f f@®dt Sil'une des 2 intégrales divergent, I'intégrale diverge.
—00 —00 Cc

Remarque : Si les intégrales convergent pour un réel c, elles convergent pour tous les réels c de ]a, b[ (resp. R)
puisque la nature des intégrales ne dépend que du comportement de f au voisinage de a et b (resp. —oo et +00)

Exemples :

. fl dt est
-1V1-12

+00 dt
i [ > est
—o 1+t
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

X +00
Attention! xliIP f()dt existedansR n'implique pas f f(t)dt converge
—T00 -Xx —o0
X X
Contre-exemple : Vx € R, f Bde = donc lim de
_x x—+oo J_

X
Pourtant: VceR,Vx € [c, +00], ft3dt
C

I-3) Les exemples de références

Les exemples suivants constituent des intégrales de référence : vous devez en connaitre la nature (sans avoir a
refaire la démonstration méme s’il faut la connaitre)

1 1
. f In(#)d ¢ est convergente et f In(r)dt=-1
0 0

+00

+00 1
* [PouraeR, f e “'dt converge si et seulementsia >0 et, dans ce cas: f e “dr=—
0 0 a

0 0
et aussi|Pour a € R, f e %'dt converge si et seulementsia <0 et, dans ce cas: f e ¥dr=——
—00 —00 x

+00 +00 dl-
e |Pour aeR, f t_o‘ converge si et seulementsi a > 1 et, dans ce cas: f F = ] (Intégrale de Riemann en +00)
1 1 oa—
Ldt , . tdt
e | Pour a € R, e converge si et seulement sia <1 et, dans ce cas: e = 1 (Intégrale de Riemann en 0)
0 0 -

b
e [PouraeR, f i—an converge (avec b réel > a) si et seulement si a < 1
a (t—a

a d
et aussi f @ e converge (avec b réel < a) si et seulement si « < 1 (Intégrale de Riemann en a)
b a—

Exemple d’utilisation des criteres Dire si les intégrales suivantes sont convergentes ou divergentes

+00 dt +00 e dt 100 dt e +00 2 dt 1 dt
f -, f e dy, f -, -, f In(r)dt, eV3tdr, f ) f
O A -5 0 V2 0o Vit 0 0 —1 (14 1)? -1V1-t¢
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

I-4) Généralisation aux fonctions a valeurs complexes

{ Définition : Intégrale sur un intervalle d’'une fonction continue a valeurs complexe }

Si f est une fonction continue sur ] a, b[ a valeurs dans C, on dit que
b

b b
f f(t)dt est convergente si les intégrales f Re(f)(r)dt et f Sm(f)(t)dt convergent.
a a a

b b b
Dans ce cas, ona:f f(t)dt:f §Re(f)(t)dt+if Sm(f)(nde
a a a

t©1+i(nt)
| EXEMPLE N° 2| Convergence et calcul de f —
2 t(nn3

I-5) Quelques propriétés de lintégrale généralisée

b
Désormais, on choisit a € RU {—oo} et b € RU {+o0} de sorte que f f(r)dt peut étre une intégrale sur un intervalle

a
réel borné (segment [a, b], semi-ouvert [a, b[ ou ]a, b], ouvert ]a, b[) ou non borné ([a, +oo[, ] —oo, b] ou ] —oo, +00l)
d’une fonctions a valeurs réelles ou complexes.

{ Proposition : %

Soit f une fonction continue sur ] a, b|,

b a a b
f f()dtet f f(t)dt ont méme nature et, si elles convergent : f f(nde= —f f(nde
a b b a

{ Proposition : linéarité }

Soient f et g des fonctions continues sur Ja, b[ et A € R,

b b b
sif fnde etf g(t)dt convergent alors f ()\f(t) + g(t))dt converge et :
a a a

b b b
f()\f(t)+g(t))dt:)\f f(t)dt+f g(ndr

Pour écrire une telle égalité, il faut s’assurer qu’au moins 2 intégrales sur les 3 sont convergentes!

T T dr
EXEMPLE N° 3| Justifier I'existence et calculer T P —
6 t>—-8t+15

{ Proposition : Relation de Chasles }

Soit f une fonction continue sur ]a, b|,

b b c b
sif f(t)dt est convergente alors, pourtoutréelce]a,b[:f f(t)dt:f f(t)dt+f f(de
a a a Cc

b b
Corollaire : si f f(r)dt convergente, alors : lin}] f fder=0
a X=bJx

{ Proposition : Positivité et croissance de I'intégrale }

« Soit f une fonction positive et continue sur ]a, b,
b b b
sif f(t)dt converge alorsf fde=0 et aussi: f f()dt =0« festnullesur]a,b|
a a a
Attention, bien vérifier f = 0 et f C° sur]a, b[!

« Soient f et g des fonctions réelles continues sur |a, b|,

b b
si f < g sur]a,b| et siles intégrales convergent, alors f fnde < f g(pdt
a a
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

II) Les théorémes de convergence

II-1) Prolongement continue d’une fonction

Proposition : Intégrale faussement généralisée %

Si f est une fonction continue sur [a, b[ ol (a b) € R? prolongeable par continuité en b alors

lmtegrale/ f(r)dt converge et : f f(t)dt—f f(Hdt ot f estle prolongement de f sur [a, b]

Remarque : on peut écrire un résultat analogue sur ]a, b] o1 a € R avec un prolongement continue en a

1 g 1

sint
Exemples : Justifier I'existence de f Tdt etde f tIntdt
0

0

+00
Léleve Béta avance le raisonnement suivant pour justifier la convergence de f fdtouaeR:

a
«C’est vrai car la fonction f est continue sur [a, +oo] et tligrn f) =
—1T00

Proposer lui un contre-exemple en utilisant les intégrales de référence!

Attention! On ne peut prolonger par continuité qu’en une singularité réelle (a € R ou b € R pas de +oo!)

II-2) Théoreme de comparaison pour les fonctions positives

Pour simplifier, on énonce les théoremes de comparaison sur [a, b[ avec b € RU {+o0}

{ Théoreme : CNS de convergence d’une intégrale d’une fonction positive %

Si f est une fonction positive et continue sur [a, b[ alors
X

x-—»f f(nde
a

sa primitive est une application croissante sur [a, b|

de ce fait :

b
()dt converge < est majorée
8 )
a

X
x-—»f f(nde
a

{ Théoreme : Comparaison par inégalités %

Soient f et g des fonctions continues sur [a, b,
0sfs<g
b

b b b
alors[ f(t)dt converge. Et, danscecas:f f(t)dtsf g(ndte
f g(r)dt converge a a a
a

0sfs<g

b
’ 1 rdr diverge.
f f(rdt diverge aorsfa g(1) iverge
a

Remarques :

c b
* Quitte a scinder I'intégrale f fode+ f f(ndt, 'hypotheése 0 < f < g ne peut étre vérifiée qu’au voisinage de b.
a c

e Les résultats s’adaptent :

-si f =0sur]a, b] alors [xH fff(t)dt] est décroissante et : fff(t)dt converge < [x-—» fff(t)dt] est minorée
-si f <Osur [a,b[ alors [x— [ f(t)dt] est décroissante et : f:f(t)dt converge < [x— [ f(r)d¢] est minorée
-si f <Osurla,b] alors [x— [ f(£)d¢] est croissante et : fff(t)dt converge < [x-—» fff(t)dt] est majorée
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

+o00

Exemple: Justifions la convergence de f e dt (On pourra scinder l'intégrale en 1)
0

Attention, le résultat suivant n’est pas explicitement au programme car le critére d'équivalence n’est formulé
b
que dans le cadre de I’absolue convergence (cad lorsque f | f(£)|dt converge) mais, pour les fonctions positives,
a
les deux notions de convergence sont confondues donc...

Corollaire : critere d’équivalence pour les fonctions positives }

Soient f et g des fonctions continues sur [a, b,

S0~y 8(0) alors fbf(t)dt et fbg(t)dt sont de méme nature
f =0 auvoisinage de b a a

- +00 Arctan ¢ L de +00 1
EXEMPLE N° 4 \ Préciser la nature de 1) ——dt 2) —_— 3) In|1+—|dt
0 1+1¢2 o sint 0 2
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

II-3) Intégration par parties

Si f et g sont des applications de classe C! sur [a, b[, on peut utiliser une IPP sur [a, x] pour x € [a, b[ :

f f(t)g’(t)dtz[f(t)g(t)];—f fl(ngndr

Si linbl [f(®) g(t)]z existe alors les deux intégrales ont forcément la méme nature. Dans le cas de la convergence,
P

on obtient une formule d’intégration par parties sur [a, b[ en notant : [ f(£)g(1)], = xliril_ [fg®]]

{ Théoreme : Intégration par parties }

Soient f et g des applications de classe C!sur[a, bl
b b
Si [f(x)g(x)]Z = lirr%7 [f(t)g(t)]z existe dans R alorsf fng'(nde etf f'(r)g(r)dr ont la méme nature.
X— a a

b b
S’il y a convergence, on a : ff(t)g'(t)dt:[f(t)g(t)]Z—f fl(Hg(nde

Larédaction d’'une intégration par parties doit étre rigoureusement justifiée

b b
- soit on justifie la convergence de [f(t)g(t)]Z et de I'une des intégrales f f'(ng(ndt ou f fng'(ndre
a a

b b
puis on peut écrire l’égalitéf fng'(nde= [f(t)g(t)]z—f fl(ngnde

- soit , lorsque [ f (t)g(t)]Z diverge, on commence par réaliser I'IPP sur le segment [a, x] puis on fait tendre x vers
b ensuite car il peut y avoir un phénomene de compensation type +oo — oo

On peut parfois utiliser une IPP avant d’avoir justifier la convergence de I'intégrale car, en justifiant la convergence
du 2nd membre, on justifie alors, du méme coup, la convergence de I'intégrale.

+00 1
| SUITE EXEMPLE N° 4| Déterminer la valeur de f In (1 + ﬁ) dt al’aide d’'une intégration par parties.

0
+00 n

| EXEMPLE N° 5| Justifier 'existence et calculer f mdt al’aide d’intégrations par parties.
0
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II-4) Changement de variables

Rappelons le théoréme vu en PTSI pour les intégrales de fonctions continues sur un segment :

{ Théoréme : changement de variable sur un segment }

Si f est continue sur un intervalle I et si [¢ : [a, ] — 1] est de classe C! alors

eP)

B
f(t)dt:f flex)¢' (x)dx

[0](9)] o

Remarques

; @)
p PP
- Les hypotheses a vérifier sont « @ est C! sur [o,p]» et «f estC?sur [@(@),eP)] (ou [@B), p@)])»

- En pratique, cela correspond a poser t=@(x) avec dr=¢'(x)dx, x

)

Dans le cas d'un intervalle quelconque, il va falloir étre plus exigeant sur ¢ :

Théoreme : Changement de variables sur un intervalle quelconque %

Soient f une fonction CO%sur]a, b| et ¢ :]la,p[—]a, b[ de classe C! réalisant une bijection strictement croissante

b p
alors les intégrales f f(dtet f (@)@’ (x)dx sont de méme nature et, si elles convergent, elles sont égales.
a

o

Remarques :

- Bien entendu, le résultat s’adapte si ¢ est strictement décroissante et, dans ce cas, on a:

- La encore, on peut utiliser le théoreme de changement de variables pour justifier une convergence d’intégrale
sans avoir étudier la convergence de I'intégrale initiale auparavant.

- Un changement de variables peut transformer une intégrale généralisée en une intégrale sur un segment (et
inversement)

Exemple de référence (Intégrale de Riemann en a € R) ‘ :

a+e dt a dt
Pour ae R ete >0 fixés et pour a € R, f et f convergent si et seulement sia < 1
a (t—a)™ a—e (@— 1%

EXEMPLE N° 6 \ Alaide de changement de variable, justifier I'existence et calculer les intégrales

+OO +00 \/_ ]_ — X
1) f —dt sachant que f _t dr= f en osantt = ——
q 0 Vil - P 2
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IIT) Fonction intégrable ou intégrale absolument convergente sur un intervalle quelconque

III-1) Convergence absolue et intégrabilité

Dans cette partie, K est soit le corps R soit le corps C et I est un intervalle de R.

{ Définition : Fonction intégrable sur un intervalle ou intégrale absolument convergente }

On dit qu'une fonction [f : I — K] est intégrable sur I ou que I'intégrale f f(t)dt est absolument convergente si
I

a =1inf(l) e RU {—oo}

b
0 . N
festC surIetsafa If(t)ldtconvergeou{ b= sup(D) € RU {+00}

On utilise indifféremment les deux notions « f est intégrable sur I » et « f f(t)dt est absolument convergente »
I

Lorsqu’on étudie la convergence absolue au voisinage d'une singularité b pour f f(ndt,
la,b[
on dit qu'on étudie I'« intégrabilité de f au voisinage de b »

{ Théoréme : Intégrabilité ou CVA = CV de I'intégrale }

Si f f(r)dt converge absolument / f est une fonction intégrable sur I
I

a=inf(l) e RU {—oo}

b
alors j; f()dt converge ol { b =sup(l) € RU {+oo}

Remarque : La notion d’intégrabilité pour les fonctions est analogue a la CVA pour les séries numériques.

Définition : Notation f f()dt ou f f
I I

Si|f:1— K] est une fonction intégrable sur I,
b
onnoteff:ff(t)dt:f f(t)dtotl{
I I a

a=inf(l) e RU {—o0}
b =sup(l) € RU {+00}

Fonctions intégrables de référence

Intégrale de Riemann

est intégrable en +oo sia > 1

1
en +oo: [t+—>—
_— tcx

en0:

t— —| estintégrableen Osia <1

enacR: [tr—» estintégrableen asia<1

(t—a)*

Intégrale du logarithme et de l'exponentielle

[t — e~*!] est intégrable en +oo si a > 0
[t — In(7)] est intégrable en 0*

Changement de variable affine

f estintégrable en a* < [t — f(a+ t)] est intégrable en 0*
f estintégrable en b~ < [t— f(b— 1)] est intégrable en 0*
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b
Attention! f f(r)dt peut exister sans que f soit intégrable sur | a; b[
a

b
On dit alors que f f(p)dt est semi-convergente (elle converge sans converger absolument)
a

Exemple fondamental :

J

+00 Sl

Tdt converge sans converger absolument

autrement dit]

f:t

—

sint

n’est pas intégrable sur [1, +oo[
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CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

III-2) Les théorémes de convergence absolue

{ Proposition : Espace vectoriel L; (I, K) et linéarité de I'intégrale }

e Lensemble des fonctions intégrables sur 'intervalle I de R a valeurs dans K forment un espace vectoriel.
Plus précisément, c’est un sous-espace vectoriel de C%(I,K). On le note L; (I, K)

Remarque : Si I est un segment de R alors L (I,K) =

o Lapplication [ f— f f (t)dt] est une application linéaire de L (I, K) dans K.
I

Attention! Ici, on peut utiliser la linéarité car toutes les intégrales convergent (absolument)

{ Proposition : Inégalité triangulaire }

Si f est une fonction intégrable sur 'intervalle I de R a valeurs dans R ou C alors

flf(t)dt Sfllf(l‘)ldt

{ Proposition : }

Si f est une fonction CO sur I'intervalle I alors f | f(2)|dt = 0 alors f est identiquement nulle sur I
I

{ Théoréme de comparaisons : }

Soient f et g des fonctions continues sur l'intervalle I de R,

e (majoration)

Si{ Ifl<|glsurl

¢ est intégrable sur I alors f estintégrable sur I

e (regleduoouduQ)

Si Fo= Ob(g(t)) alors f estintégrable sur [a, b|
g estintégrable sur I = [a, b|

Remarque : on peut aussi utiliser ce résultat avec ’hypothese f(t) = Ob(g(t)) plutot que f(¢) = ob(g(t))

e (critere d'équivalence)
Si  f(#)~pg(r) alors f estintégrable sur I = [a, b[ © g estintégrable sur I = [a, b[

Remarque : Uhypothese « signe constant » est cachée dans la notion d’intégrabilité

) . tooIn ¢t
EXEMPLE N° 7 | Justifier 'existence de ?dt
1

+00

. . . 1
SUITE EXEMPLE N° 5| Prouver I’existence puis calculer f dt cette fois en posant t = —
X

0 (1+1)2

13/14 LEROQOY - PT Paul Constans



CHAPITRE VII INTEGRALES GENERALISEES

III-3) Intégration terme a terme

{ Théoreme : (intégration terme a terme) }

+00
Soit S : I — R une fonction telle qu’il existe des fonctions f;,: 1 — Ravec Vt e, S(¢) = Z fn(D)
n=0

i) la fonction S est continue sur I
Si ii) toutes les fonctions f;, sont intégrables sur I

iii) La série Z f | fn() |dt est convergente
I

+00 oo
et on a alors : f(z fn(t))dt:fS(t)dt: Y (ffn(t)dt)
1\;=0 I n=0 \JI

alors S estintégrable sur I

Remarques :

* Sous réserve de ces hypothéses, on peut inverser I'ordre des symboles ce qui revient a « intégrer terme a terme »
la série

 Attention, il ne suffit pas d’avoir la convergence des intégrales : il faut de la convergence absolue!

e Attention, il faut aussi vérifier la continuité de la somme S de la série!

Attention a toujours bien vérifier toutes les hypotheses!

2nt

EXEMPLE N° 8 \ Pour n € N*, on pose u,(t) =e " —2e” pour £ >0

Montrer que les deux expressions suivantes existent mais qu’elles ne sont pas égales :

+00 +00 +00 [ +00
> UO un(t)dt) et fo (Z un(t))dt
n=1

n=1

| EXEMPLE N° 9|

+0o0 t

[

. Justifier I'’existence de f dr
o sh(®)

t
=0 sh(r)
t T 2

+00
. Prouver alors que : dr = S
v a fo sh(r) = 2n+1)?

+00
2. Démontrer que, pour £ >0: Y 2te @D =

w

+00 T[2 +00
4. En admettant que — = —, préciser la valeur de f dr
d ,; 2~ 6P o sh(p
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