CHAPITRE IV COMPLEMENTS SUR LES COURBES PLANES

CHAPITRE IV: COMPLEMENTS SUR LES COURBES PLANES

Dans tout le chapitre, on travaille dans le plan usuel muni d'un repere orthonormé direct (O; 7, 7)

I) Représentation des courbes planes usuelles

I-1) Représentation paramétrique et représentation cartésienne

On arencontré des courbes planes donnée par
* une représentation paramétrique

_ T 2
r:{x—x(t) f:1 R

y=y@ tel associée a une fonction vectorielle F o f0) = (x(t), y(t))

e une représentation cartésienne

I':Fx,y)=0 ou[F:%c R? — R] est une application de classe C! sur un ouvert % de R?

Onaalors I'= {M(x, ¥) | F(x,y) = 0} etI’équation F(x,y) =0 estune équation cartésienne deI'.

On donnera plus tard (cf chapitre « Fonctions de plusieurs variables ») une définition rigoureuse de la classe C' sur %
Pour le moment, on admet que cela signifie qu'on peut calculer sans probleme les dérivées partielles pour (x,y) € %

F
. a—(x, y) s'obtient en dérivant F(x, y) selon la variable x en considérant y constant
X

oF
"3y (x,y) s'obtient en dérivant F(x, y) selon la variable y en considérant x constant
y

Selon I'étude a mener, il pourra étre plus judicieux de choisir une représentation plutét qu'une autre.

Il s’agit donc de connaitre et (reconnaitre rapidement) les courbes usuelles quelque soit la représentation choisie
et de pouvoir passer de 'une a I'autre.

I-2) Equations des courbes planes usuelles de PTSI : droites et cercles

On a appris dans le cours de géométrie plane de PTSI a repérer les droites et les cercles dans le plan.
Dans la suite, xy, o, a, b, c sont des nombres réels et R =0

X=Xxp+at )
:{ 0 ,t€R| représente

y=Yyo+bt

En modifiant le domaine décrit par le parametre (par exemple : £ > 0, ¢ € [0, 1],etc), on décrit également des
demi-droites ou des segments.

9:ax+by+c=00u(a,b)#(0,0)| représente

Si on remplace le = par des inégalités, 'inéquation obtenue décrit des demi-plans de frontiéres la droite 2

=Xxp+Rcost
. Cg:{x Xo+Rcos

. ,t€la,a+2n[| représente
y=Yo+Rsint [ [ p

En modifiant le domaine décrit par le parametre (par exemple : 7 € [0,7], ¢ € [0, %],etc), on décrit également
des demi-cercle ou des quarts de cercle. Si on prend un domaine large (par exemple ¢ € R), le cercle support
est décrit plusieurs fois.
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CHAPITRE IV COMPLEMENTS SUR LES COURBES PLANES

o |6 (x—x0)*>+(y—y0)?> =R?| représente

Plus généralement, une équation x?+y?+2ax+2by+c=0 représente

EXEMPLE N° 1] a et b sont des paramétre réels avec ab # 0

1. Donner un point et un vecteur directeur de la droite A: ax—a’y—a+a®>=0
2. Donner le centre et le rayon du cercle € : x*> + y? +2a(y — x) —2b(x+y) +a’> + b* =0

3. Donner une équation cartésienne de la parallele A’ a A issue de P(a, b) en utilisant:
a) un déterminant b) un produit scalaire

4. Donner une équation cartésienne de la tangente 9 a ¢ au point P(a, b) sans utiliser ni produit scalaire, ni
déterminant.

2/13 LEROQOY - PT Paul Constans



CHAPITRE IV COMPLEMENTS SUR LES COURBES PLANES

II) Les coniques

Nous allons maintenant rencontrer une nouvelle famille de courbes planes qu'’il va falloir apprendre a reconnaitre
et représenter a partir d'une représentation donnée.

II-1) Définition par foyer, directrice et excentricité

{ Définition géométrique des coniques (par foyer,directrice, excentricité) : %

Soit F un point de R?, A une droite ne contenant pas F et e > 0 un réel,
on appelle conique de foyer F, de directrice A, d’excentricité e, 'ensemble des points M vérifiant
dM,F) =exdM,A)

Lorsque 0 < e < 1, la conique est une ellipse.
Lorsque e = 1, la conique est une parabole.
Lorsque e > 1, la conique est une hyperbole.

De part la définition géométrique, I'axe issu de F perpendiculaire a A est nécessairement un axe de symétrie.

-+ -

MF=exMH & M'F=exMH

H!
A:x=-d

Obtention d'une équation cartésienne a partir de la définition géométrique

On notera € la conique et on choisit un repere orthonormée du plan (O, 7, 7) :

- il est naturel, dans un premier temps, de placer |'origine O au foyer soit O = F

- il est aussi naturel de placer I’axe des abscisses sur I’axe de symétrie repéré.

- I'axe des ordonnées est alors parallele a la directrice A et on oriente les axes pour que A: x = —d ou d(EA).

Dans ce contexte, pour tout point M(x, y), ona:

-dM,F)=0M =
- d(M, A) = MH ou H est le projeté orthogonal de M sur A
Par le choix du repére, H a pour coordonnées etdonc:d(M,A) =

Une équation cartésienne de ¢ s’écrit donc:

Cas d’'une parabole (e =1) Une équation de € s’écritalors: M(x,y) €€ <

Dans ce cas, on obtient facilement un point S de cette parabole situé sur ’axe de symétrie a mi-distance entre le
foyer et la directrice de coordonnée . Ce point S est le sommet de la parabole.
On effectue alors un changement d’origine en S ol1 on note (X,Y) les coordonnées de M dans (S, 7, 7) :

SM =SO+0OM o

Dans le repere (S, 7, 7), une équation de € devient M(X,Y) € € <

L'équation est une équation cartésienne réduite d’'une parabole dans un repére orthonormé
ou l'origine est au sommet et I’axe des abscisses est porté par ’axe de symétrie de la parabole.
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CHAPITRE IV COMPLEMENTS SUR LES COURBES PLANES

Quitte & échanger le role des axes, I'équation X? = 2dY est une équation cartésienne réduite d’'une parabole dans
un repere orthonormé ot l'origine est au sommet et I’axe des ordonnées est porté par I'axe de symétrie de la
parabole.

Cas d’'une ellipse (0 <e<1) Une équation de €6 s’écrit alors :

M(x,y) €€ <
Quitte a changer |'origine du repere, on obtient I’équation dans le repeére (Q, 7, 7)
Léquation est une équation cartésienne réduite d’une ellipse dans un repere orthonormé

ou l'origine est au centre de 'ellipse et les axes sont portés par les axes de symétrie de 'ellipse.

Cas d’'une hyperbole (e >1) Une équation de €6 s’écrit alors :

M(x,y) €€ &
Quitte a changer |'origine du repere, on obtient I’équation dans le repeére (Q, 7, 7)
Léquation est une équation cartésienne réduite d’une hyperbole dans un repere orthonormé

oul'origine est au centre de I’hyperbole et les axes sont portés par les axes de symétrie de '’hyperbole. Les sommets
sont sur I’axe O + Vect(7).

Quitte a échanger le role des axes, '’équation est une équation cartésienne réduite d'une hyper-

bole dans un repére orthonormé ot l'origine est au centre de I’hyperbole et les axes sont portés par les axes de
symétrie de I'’hyperbole. Les sommets sont sur 'axe O + Vect(7).
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Coniques de directrices D et de foyer F.
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II-2) Equations réduites des coniques propres

Nature

Equation
réduite

Représentation
paramétrique

Allure

Caractéristiques
géométrique

ELLIPSE
O<ex<l1

=+ =
a? b?

x(t)=acost
y(t) = bsint

Centre : O

demi-grand axe : a

demi-petit axe : b

Axes de symétrie :
O+ Vect(7)

et O+ Vect(7)

Sommets :

A(a,0), A'(-a,0)

et B(0,b), B'(0,—b)

HYPERBOLI
e>1

|$9]

QN| =

Do
=

x(t) =xacht
y(t)=bsht

Centre: O

Axes de symétrie :
O+ Vect(7)

et O+ Vect(7)

Sommets :

A(a,0), A'(-a,0)

PARABOLE
e=1

y? =2px

[\S]
S|

y)=t

Casp>0

\

Sommet : O
Axe : O + Vect(7)

On peut bien stir décaler le centre par une translation :

(x — x0)?

a

RV
N (¥ — o)
b2

=1 a pour centre Q(xo, yo)

N
ou intervertir le role de x et y ce qui échange le role des axes : x> = 2py représente une parabole d’axe O + Vect( j )
Remarque 1 : Les cercles sont des ellipses propres ot a = b = R est le rayon du cercle.

Remarque 2 : Les courbes représentatives de la fonction carrée et de la fonction inverse sont bien des coniques

° y= x? est une parabole de centre O d’axe O +Vect(7) (inversion des axes)

2 2 2 2
x+ X - X™ Y 1
( 4y) - ( 4y) =1d’ol1 une équation > = 1danslerepére (O, —

donc c’est bien une hyperbole (équilatere a = b) de centre O

1 - - 1 - -
e y=——oxy=1 (t+]),—=(1—-7))
TRV vz T ])
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EXEMPLE N° 2 \ Reconnaitre et esquisser les courbes données par la représentation:
D3x*+4y*+6x-9=0 2)x*-2x-2y-3=0  3)x*-3y*—-4y=1
i)yz—4y—4x2:0 i)y2+4y+4x2:0 5.5) 2x*>—y> +4x—4y—-1=0
{ x(t)=2+2cht 7){ x() =2-sint
y(t) =3sht — | y()=-1+4cost
Préciser le centre, les axes de symétries, les sommets et, si c’est une hyperbole, les asymptotes.

6)

III) Tangente a une courbe plane, enveloppe d’une famille de droites

III-1) Tangente a une courbe donnée par une représentation paramétrique (Rappels)

. . . . o x = x(1) s
Sila courbe est donnée par une représentation paramétrique I': y=y( tel associéea
f:1 — R?

ro— f=(x,y®)

* la tangente au point M () = f (#p) est dirigée par

une fonction vectorielle suffisamment réguliére et on a vu que :

La tangente est donc la droite I =
On obtient une équation cartésienne via : M(x, y) € 9y ©

0
* si p =1, le point est régulier sinon le point est stationnaire (ie f'(t) = (0))

* sile point est stationnaire, on précise I'allure

III-2) Tangente a une courbe donnée par une équation cartésienne

{ Définition : Gradient, Point régulier d’'une courbe plane %

Soit T': f(x,y) =0 une courbe plane associée a [f: % < R* — R] de classe C! sur %

0

a—f (x0, Y0)
* on appelle vecteur gradient de f au point M(xy, yo) de I le vecteur grad f(xo, yo) = 6;

a (x()v J/O)

. 0
¢ le point My (xp, yp) de T est un point régulier lorsque grad f(xo, yo) # (0)

{ Proposition : Tangente en un point régulier d’'une courbe plane donnée par une équation cartésienne ’7

Soit T': f(x,y)=0 une courbe plane associé a [f : % < R* — R] de classe C' sur %
et My(xo, yo) un point régulier de I' alors la tangente en My a I' a pour équation cartésienne :

a—f( )(x— )+a—f( )¥—=y0)=0
ox X0, Yo) (X — Xo 3y X0, Yo)\Y — Yo) =

ey
autrement dit  grad f(xy, yo) est un vecteur normal a la tangente a I en My
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EXEMPLE N° 3| a et b sont des nombres réels avec ab #0 .

1. Retrouver avec un gradient une équation cartésienne, vu dans I’exemple 1, de la tangente 9 en P(a, b) au cercle
€ : xz-i-y2+2a(y—x)—2b(x-|—y)+a2+b2 =0
2. Déterminer la tangente au point MO(—%, 3) de I'’hyperbole # de sommets A(1,—1) et A’(5,—1) qui admet pour
asymptote une droite parallele a la droite A: 3x—2y =0
a. en utilisant une équation cartésienne de

b. en utilisant une représentation paramétrique de A

{ Définition et proposition : Lignes de niveaux %

Si [f:% <R?* —R] est de classe C! sur 'ouvert %,
on appelle ligne de niveaux de f les courbes I') d’équations cartésiennesI'y : f(x,y) =A ouAE€R.

_—
En un point otil est non nul, le vecteur grad f est orthogonal aux lignes de niveaux I'y, et il est orienté dans le sens
des valeurs croissantes de f (cad des A croissant)

Remarques : Les lignes de niveaux correspondent aux lignes équipotentielles en physique.

 —
Les lignes de champs sont, quand a elles, les courbes qui sont tangentes a grad f en un point ou ce vecteur n’est
pas nul. On dit que les deux courbes sont orthogonales.
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III-3) Enveloppe d’'une famille de droites

{ Définition : enveloppe d’une famille de droites %

On considere un intervalle I de R (non vide et non réduit a un singleton) et une famille de droite (2;),.

On appelle enveloppe de la famille (2;),., une courbe I telle que les droites (2;) ., soient les tangentes a T
autrement dit

* Viel, Y, estune tangentea I’

¢ en chaque point de T, la courbe admet une tangente qui est 'une des droites (2;) tel

’ Méthode pratique de détermination d’'une enveloppe

Les droites sont données par une représentation paramétrique

92, = A1) + Vect(1 (1)) avec A(#) un point du plan et % (#) un vecteur directeur de 2,

On suppose également que [t — A(?)] et [t — 2 (?)] sont de classe C! sur 1.

On cherche un paramétrage régulier [¢— M(#)] de 'enveloppe I (cad que tous les points M(¢) sont réguliers : dOi\/I £0)
tel que:
’ 9; est la tangente en M(f) a 'enveloppe I’
etdonc:
e Ate], Me P, & |IN(1) € R, OM(r) = OA(t) + A(1) T (1)
. et u(t) dirigent tous les deux la tangente &, aussi et u(t) sont colinéaires < det( T u (t)) =0

EXEMPLE N° 4 | Dans un repére (O; 7, 7) du plan, déterminer 'enveloppe de la famille de droites (2¢) ter

ol 2,: 1-t)x+2ty=1+1?
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1V) Propriétés métriques d’'une courbe plane

1 2 2 . o x=x(z
On considére une courbe plane I' donnée par une représentation paramétrique I'": { Y= yEt; ,tel

f:IcR — R?

On note

; M(D) = (x(t)) la fonction vectorielle associée et M(t) = f(¢) le point de parametre ¢.

y()
Enfin, on suppose la courbe réguliere c’est a dire que f est de classe C! sur I et que tous les points de I' sont
réguliers (ie f'(r) # 0 pour tout t € 1)

IV-1) Longueur d’'une courbe paramétrée réguliere

Raisonnons comme "le physicien" : la distance entre deux points M(#) et M(¢+ dt) (avec df infiniment petit) peut
étre considérée comme la longueur d’'un segment [M(HM(z+do)|| = || f(t+dr)— f(O)| = | f (1) ||dz. Pour obtenir la
longueur totale de la courbe, on somme pour les valeurs de ¢ dans [a, b] d'ou :

Définition : Longueur d’'une courbe paramétrée réguliere }

b b
Si I=[ablouta<b alors lalongueurderl estleréel L(I) :f ||f’(t)||dt:f \/X2(0) + y?(n)dt
a a

| EXEMPLE N°5 |

* Quelle est la longueur d'un cercle de rayon R?
* Quelle est lalongueur de la courbe représentative de la fonction ch pour x € [-1,1]?

x(t) =t—sint .

* Quelle est la longueur d'un arche de la cycloide { y()=1-cost

Pour une définition satisfaisante, la longueur de la courbe ne doit bien siir pas dépendre du paramétrage choisie.
On peut le vérifier en réalisant un changement de parametre ¢ = ¢(u) ol @ est de classe C! et strictement mono-
tone (par exemple croissante). Aussi, ¢ est bijective et on note a=@(a) & a=¢ (a) et b=P) < p =@ 1 (b).

La fonction vectorielle [g = fo@: [a,f] — R?] donne alors un autre paramétrage de T et :

ﬁ /
f lg (wldu=
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On souhaite maintenant repérer un point sur la courbe a I'aide d’'une « abscisse sur la courbe »par rapport a une
origine M(fy) fixé. En imaginant qu’on déplie la courbe le long de I'axe réel en positionnant M(#) en 0, on cherche
I’abscisse s() du point M(#).

{ Définition : Abscisse curviligne %

On appelle abscisse curviligne sur I' avec origine en M(#) la fonction s: I — R définie par :

t t
Viel, s(p)= ||f’(u)||du=f \/ X' ()2 +y' (w)?du
o In)

s(t) correspond bien a la longueur « algébrique »de la portion de I entre M(#,) et M(?) :
L(M(to)M(8)  sit=t
s(t) = .
—L(M(50)M(0) sit<ty

ds
Remarque : Une abscisse curviligne sur I' est donc une primitive de la fonction || f'|| aussi s'(¢) = E(t) =1 ol

{ Proposition : Paramétrage par 'abscisse curviligne %

Une abscisse curviligne s sur I est une application de classe C! sur I qui réalise une bijection de I dansJ = s(I) avec
s~ ! est aussi de classe C! sur]J.

On peut donc paramétrer I" par I'abscisse curviligne en utilisant la fonction vectorielle [ g=fosl:]— IRZ] .
Remarque : Cela revient a utiliser s = s(#) pour parametre.

Remarque: gos = faussi || f/(0) = ||s'(1) x g'os(@)|| = s'(&) x ||g'os@)|| = I f/ (D) x |g' o s(®)| = ||g' o s(®)| =1

Ainsi: Vse], || g'(s) || =1 autrement dit, avec ce paramétrage, le vecteur tangent g’ est toujours unitaire.

IV-2) Repere de Frenet et courbure d’'une courbe

{ Définition : Repére de Frenet }

SiT est une courbe plane réguliere et M est un pointde I
dOM , 0 . e .
alors T(I) = (D) # 0 si OM=f(r) alorson définitles vecteurs unitaires :
!
- r
. T= @
If 1

Si s est une abscisse curviligne sur I" avec OM = f (1) = g(s) alors T= g'(s)

qu’'on appelle le vecteur tangent.

|
e N qui est le vecteur unitaire directement orthogonal a T (i.e. ("—f), ﬁ) = +§) qu’on appelle le vecteur normal

Le repere de Frenet au point M de I" est le repére (M, T), N))

— a —
Remarque utile: Si T = (b) alors N =

{ Proposition et définition : Courbure }

, . dT - o
Si on suppose que le paramétrage est au moins de classe C2, les vecteurs T et N sont colinéaires.
s

dT -
On appelle courbure de I le réel y tel que : T YN
s

—
—

. dN
Remarque : On a aussi I =—yT
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{ Théoréme de relevement (admis) }

SiT est une courbe réguliére paramétrée par [ f :1— R?] de classe C? alors

cos (a(1))
sin ((x(t)))

il existe une fonction a de classe C surItelle que Vi el, T (f) = cos(a(r) 7 +sin(a(r) ] = (

- —
Interprétation géométrique: o estdonc une mesure del’angle (i, T)

{ Proposition : Formule de Frenet }

= — . — Cos«x
Si T et N sont les vecteurs du repere de Frenet, y la courbure et a tel que T =

sina
= da de sorte que : dT} = daﬁ et dﬁ = da?
Y_ds que: ds ds ds  ds

Interprétation géométrique :

* Siy> 0 alors a est croissante donc la courbe "tourne vers la gauche" car I’angle « augmente (selon |'orientation
classique du plan).
Si y <0 alors a est décroissante donc la courbe "tourne vers la droite" car I’angle o diminue.

* Plus |y| est grande, plus la variation de « est rapide et donc plus la courbe se "courbe rapidement"”

{ Méthode : calcul de la courbure }

x(1)
Pour calculer la courbure y en un point régulier M(#) de I'arc I" de représentation f (1) = ( ),

y(®)
. X = flo ., ' . -
* on calcule le premier vecteur du repére de Frenet: T = 70 ous' (1) =|f'(1)ll #0 puisque M(#) est régulier
* Ilya alors deux possibilités :
X X . 1 - [cosa(?) da o'(1)
— on trouve un relevement cad une fonction a de classe C* avec: T = | etalors: y=—=——
sina(t) ds §'(1)
. dT - = : ) :
— on utilise la formule de Frenet : T - YN & W dr =yN et, en comparant les abscisses, on détermine y
s s
da ., dT R
do_ g o« 4T g 1 dT

Remarque : On retient facilement = = ou = = R
fetarque ' s~ ds s ds ~ ds §(p) dt

dat t
Attention toutefois a ne pas y voir une simplification de fraction mais un résultat issue de la dérivée d’'une composée

da
a=oa(s)=aos(t) dou %:%X%(s(z‘)):%=% et,deméme:?(s):"_f(s(t))
dt

EXEMPLE N° 6 | On veut déterminer, de 2 facons, la courbure aux points réguliers de la cardioide I donnée par

x(1) (1+cost)cost
AR 1 (il

(1+cost)sint

1. Pourquoi peut-on concentrer I'étude de la cardioide pour ¢ € [0, 7] ?
2. Déterminer le premier vecteur de Frenet aux points réguliers pour les parametres ¢ € [0, 7t].

3. Démontrer que, pour ¢ réel: cost+cos(2t) =2cos % cos %

Proposer une factorisation analogue pour sin  + sin(2¢)

4. Déterminer la courbure en utilisant les formules de Frenet.

. . e . - — [cosal()
5. Déterminer y en utilisant un relevement de T souslaforme T = . .
sina

6. Déterminer la développée deT.
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V) Développée d’'une courbe réguliere

V-1) Rayon, centre et cercle de courbure

{ Définition : rayon et centre de courbure en un point birégulier %

Un point M d’une courbe réguliere I' est birégulier lorsque la courbure y en M est non nulle. On définit alors :

1
* le rayon de courbure R = —
Y

¢ le centre de courbure comme le point C tel que : OC=0M +RN

* le cercle de courbure comme le cercle de centre C et de rayon |R|

V-2) Développée d’'une courbe réguliere

{ Définition : Développée %

La développée I'p d'une courbe réguliére I' est la courbe formée par I’ensemble des centres de courbures en M
lorsque M parcourt I : I'p= {C ‘ OC =0OM +RN ouMEF}

{ Théoreme : Caractérisation de la développée }

La développée I'p d'une courbe réguliére I' est I'enveloppe des normales a la courbe I’

{ Méthode : détermination de la développée d’une courbe plane }

. x(1)
Etant donnée une courbe I' donnée par une représentation paramétrique f(¢) = ( (t))
y

1. on calcule le vecteur tangentiel f'() et la courbe est réguliere si f'(f) # 0

2. Méthode n° 1 : on détermine les vecteurs de Frenet T et N et la courbure Y

1
Siy #0, la courbe est bi-réguliére et le rayon de courbure est R = —
Y

X(1)
Y(2)

3. Méthode n°2 : on détermine la développée comme I'enveloppe des normales

= f() +RN

La développée est alors la courbe paramétrée par g(t) = (

On choisit un vecteur "simple" 7 (¢) dirigeant la normale 2 partir du vecteur tangentiel f’()

On recherche une représentation paramétrique de la développée sous la forme : g(t) = f () + A() 7 (¢) avec
det(g'(1), 7 (1) =0.

2
] EXEMPLE N°© 7 \ Déterminer de deux fagons la développée de la parabole y = x?
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