CHAPITRE X SERIES ENTIERES

CHAPITRE X: SERIES ENTIERES

I) Géncéralités sur les séries entieres

I-1) Définition et premiers exemples

|

{ Définitions : Séries entiéres |

Une série entiére de la variable complexe z notée Z anz" ou simplement )" a,z" s'il n'y a pas d’ambiguité est
n=0
une série de terme général a,z" ou (a;),en est une suites de nombres complexes appelés coefficients de la série.

Lorsque la suite des coefficients est réelle c’est a dire (a;) sen € RN on restreint généralement I'étude de la série a

la variable réelle et on préfere alors la notation Z anx" (resp. Z a,t™) ol x (resp. t) est la variable réelle.
n=0 n=0

| EXEMPLE N° 1 |

1. La série géométrique Z z" est associée a la suite des coefficients (a;,) ey OUVREN, a, =

+00
On sait déja que cette série converge lorsque et que sa somme est Z Z"' =
n=0
n
P Z LS . . N
2. Lasérie Z — est associée a la suite des coefficients (a,) ey ou VR EN, a, =
n!
+00 N
N - , . z
On reconnait la série de I'exponentielle: elle converge et sa somme est Z — =
n=0 1

n

3. Lasérie Z ﬁ est associée a la suite des coefficients (a,) ey ouVREN, a,, =
n=2 N —

_z)anI”l

4. Lasérie Z TV est associée a la suite réelle (a;) ey ou VREN, a;, =
n+

Remarque : Toutes les sommes partielles d'une séries entiéres sont des expressions polyndémiales.
Une expression polyndmiale est une série entiere ou la suite des coefficients (ay) nen €st

I-2) Lemme d’Abel, rayon de convergence et somme d’une série entiére

{ Théoreme : Lemme d’Abel }

Etant donnée une série entiére ¥ a,z",

si la suite (anz(’f)neN est bornée pour zy € C* alors la série ) a,z" converge absolument pour z € C avec |z| < |z|.

{ Définition : Rayon de convergence }

Etant donnée une série entiere Y. a, z", on appelle rayon de convergence de la série entiere Y a,,z" le nombre
R=sup{r € R, | (a,r") nenvest une suite bornée} € R, U {+oo}

C’est 'unique élément R € RuU {+o0} tel que :

— si|z| <R alors la série Z anz" est absolument convergente;

— si|z| > R alors la série Z anz" diverge grossiérement.
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CHAPITRE X SERIES ENTIERES

Remarque :
* R=+oosietseulementsila série ) a,z" converge pour tout nombre complexe z € C
* R=0siet seulement sila série }_ a, z" converge seulement pour z =0

On peut utiliser ce résultat pour préciser la forme du domaine de convergence de la série entiére :

DISQUE OUVERT DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE Z a,z" DE RAYON DE CONVERGENCE R

(@)
EUM_

INTERVALLE OUVERT DE CONVERGENCE D’UNE SERIE ENTIERE Z anx" DE RAYON DE CONVERGENCE R

R O R

Attention! On ne peut rien conclure sur la nature de la série pour |z| =R

EXEMPLE N° 2 | Donner le domaine de définition de la fonction f de la variable réelle x ot | f : x — Z —

n=1 n

+o0o xn]

- Définition : Fonction somme d’une série entiere|

+00
Etant donnée une série entiére ) a,z" de rayon de convergence R, on peut définir S(z) = Z a,z" silz| <R

n=0
S:DO,R) — C e .
la fonction somme est ; ) . S@ définie sur le disque ouvert D(0, R) de convergence.

En restriction a la variable réelle, on définit la fonction somme sur l'intervalle ouvert | — R, R[ de convergence par :
S:]-RR[ — R

+00
X — Y apx"
n=0
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I-3) Calcul du rayon de convergence

Corollaire 1 : Majoration et minoration du rayon de convergence par convergence ponctuelle }

Etant donnée une série entiere Y. a,z",

e Si z; est un complexe tel que Z anzy converge alors R = |z |

* Si z; est un complexe tel que Z anzg diverge alors R < | zy|

On combine en général ce résultat avec la regle de d’Alembert pour déterminer le rayon de convergence.

| SUITE EXEMPLE N° 1| Déterminer le rayon de convergence pour chacune des séries entiéres de 'exemple 1.

{ Corollaire 2 : Majoration et minoration du rayon de convergence par comparaison %

Etant donnée des séries entieres Y a,,z" et ¥ b,z" de rayon de convergence respectifs R, et Ry,
si|an| <|by| a partir d'un certain rang alors R, = R,

{ Corollaire 3 : Rayon de convergence et relation o et O }

Soient )" a,z" et b,z" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,
si a, =0(by,) (donc aussi si a, = o(by,)) , alorsR, =Ry,

{ Corollaire 4 : Rayon de convergence et équivalent %

Soient }_ a,z" et Y b, z" deux séries entieres,
si |an| ~+o00 |bnl, alors les deux séries ont le méme rayon de convergence.

- P ap A
Remarque : Il est donc aussi immédiat que ) a,x" et ), — x" ont le méme rayon de convergence.
E— n

{ Proposition Corollaire 5 : Rayon de convergencede ) a,x" et} na,x" }

Les séries entiéres )" a,x" et ) na,x" ontle méme rayon de convergence

{ Proposition : %

Pour tout a € R, la série }_ n®x" a un rayon de convergence égale a 1

| EXEMPLE N° 3| Déterminer le rayon de convergence des séries

1) ¥ sin(n)x" 2) (g —Arctan(n)) x" )3

sin(n)

n
X
12024
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I-4) Opérations sur les séries entiéres

{ Proposition : Somme et multiplication par un scalaire de séries entiére %

Soient Z anz" et Z b,z" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Ry,.

« Pour tout scalaire A non nul, )_Aa,z" est une série entiére de rayon de convergence R,

. Z(an + by)z" est une série entiére de rayon de convergence R = min(R,, Rp) avec égalité si R, # R,

{ Proposition : Produit de Cauchy de deux séries entieres }

Soient Z a,z" et Z b,z" deux séries entieres de rayon de convergence respectifs R, et Rp.
Le produit de Cauchy de ces séries est une série entiere Z cpztoucy =

Le rayon de convergence R de cette série vérifie
+00

De plus, si |z| < min(Rg, Rp), alors : Z cpzt =
n=0

II) Régularité de la somme d’une série entiere d’une variable réelle

Dans cette partie, on travaille avec une série entiére réelle Z anx" de rayon de convergence R > 0.
+00
On rappelle que sa somme | f: x — Z a,x" | aun domaine de définition D qui vérifie
n=0
autrement dit D est 'un des intervalles

Cetintervalle D a déterminer au cas par cas est l'intervalle de définition de la fonction somme f de la série entiere.

Théoréme de continuité de la somme d’une série entiere (ADMIS) }

La fonction somme d’une série entiére est C° sur son intervalle de définition

Ce théoréme assure la continuité de f au moins sur | — R, R[ mais aussi éventuellement I'un des bords R ou —R ala
seule condition que la somme de la série entiere soit définie en ce bord. C’est une version «light » d'un théoreme
plus général appelé « théoreme de continuité radial d’Abel »

{ Théoreme : Dérivabilité terme a terme de la somme d’une série entiere (ADMIS) %

La somme f de la série entiere Z anx" est dérivable sur I'intervalle ouvert de convergence.
n=0
La dérivée de la série entiere Z a,x" estla série entiere Z na,x"! obtenue en dérivant terme 2 terme.
n=0 n=1

+00
Elle a le méme rayon de convergence R que la série entiere Z apx" et:Vxel-R,R[, f'(x) = Z na,,x”_1
n=0 n=1

|

{ Corollaire : Caractere C* de la somme d’une série entiere |

La somme f de la série entiere Z anx" est de classe C™ sur 'intervalle ouvert de convergence.
n=0
Les dérivées successives s'obtiennent en dérivant successivement terme a terme :
+

(o 0] +00 n!
VkeN, Vxel-RRl, fPx) =Y nn-1)...n—k+Dax" =Y ———a,x"*
En particulier: Vk e N, f®(0) = autrement dit: VkeN, aj =
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{ Théoreme : Intégration terme a terme %

Si f estla somme d’'une série entiére Z a,x" de rayon de convergence R
n=0
alors on obtient une primitive F de f sur ] — R, R[ en intégrant terme a terme la série entiiére :
+00 n+1

Vxe]-RR[ F(x)=F0)+ )_ ay,
n=0

+1
b [+o0 b +00 bn+1 a”“ +00 b
Ainsi, si [a, b] <] -R,R[ : f (Z ant”)dt:f f(dt=F(b)—F(a) = Z a, - ): Z (f ant”dt)
a \n=0 a n=0 n+1 n+1 n=0 a
+00 +00 +00 xn
| EXEMPLEN°4| | Des exemples & connaitre: Calculer les sommes Y nx", Y n*x"et Y —- pour x| <1
n=1 n=1 n=1
(_l)n +00 xZn
En déduire la valeur de Z et la valeur de Z (-)"—
n=1 n n=1 n

+00 1"
EXEMPLE N° 5 \ Soit la fonction f d’une variable réelle x définie par: f(x) = Z 1)

o (n+1)2n+1)

1. Déterminer le domaine de définition D de f.

+00 (_1)n+1 +00 (_Drl
2. Démontrer que, pour x €]0,1[ : X) = x"+2 n
aue b 1010: fx) ,;0 n+1l ,;0 2n+1

1 2
3. Justifier alors que, pour x €]0,1[: f(x) = ——In(1+x) + TArctan Vx
X X
+00 (_l)n

4. Déterminer alors la valeur de Z R ——
noo (n+1)(2n+1)
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IIT) Développement en série entiere au voisinage de(

III-1) Fonction développable en série entiére au voisinage de 0

{ Définition : Fonction développable en série entiére au voisinage de 0 }

¢ Une fonction [ fl=-rnri— [K] ou r >0 est dite développable en série entiere sur | —r, r|
+00
s'il existe une série entiére Z a,z" de rayon de convergence R = r telle que : Vx €] —r,r[, f(x) = Z a,x"
n=0 n=0
« Une fonction f de la variable complexe z est développable sur un disque ouvert de centre 0 de rayon r
s'il existe une série entiere Z anz" a coefficients complexes de rayon de convergence R = r telle que :

+00
silz| < ralors f(z) =) apz"
n=0

Exemples :
+00 NN
e [z— e®] est développable en série entiere sur C car: VzeC, e* = —
n=0 1

est développable en série entiere sur le disque ouvert de centre 0 de rayon 1 car :

Z— —

1 +00
VzeCaveclz|<l——=) 2"
-2z n=0
* Liste des développements en séries entieres des fonctions usuelles a connaitre en partie IV

] EXEMPLE N° 6 \ Déterminer les développement en série entiere en 0 de f lorsque

1-x
1. f(X) =In (m)

1
2, f(x)= 02 (On proposera deux (ou trois) méthodes)
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{ Proposition : Conditions nécessaires pour admettre un DSE en 0 sur les séries de Taylor %

Si f est une fonction développable en série entiére au voisinage de 0, alors

e festde classe C* au voisinage de 0

f(n) (0)

n!

» le développement en série entiére est uniquement déterminé par: VneN, a, =

- f(n) (0)
La série Z T

n=0

x" est la série de Taylor associée a f.

{ Corollaire (important) : Unicité du développement en série entiere %

+00 +00
Si les fonctions sommes des séries entieres | x — Z a,x"|et|x— Z b, x" | coincident sur ] —¢,e[ot1e >0
n=0 n=0

alors VneN, a,=b,

Remarque : On a déja rencontré les sommes partielles de la séries de Taylor en premiéere année dans les formules
de Taylor (inégalité de Taylor-Lagrange, formule de Taylor-Young et formule de Taylor).

Une fonction développable en série entiere est forcément de classe C* aussi on a la méthode classique :

Méthode : Prouver qu'une fonction est de classe C* sur un intervalle centré en 0 %

Pour montrer qu'une fonction est de classe C*, on peut établir qu’elle est développable en série entiere

) . . , ) sinx
] EXEMPLE N° 7 \ Prouver que la fonction sinus cardinal d’expression f(x) = —— pour x # 0 se prolonge par
X

continuité en une fonction f de classe C* sur R.

Une fonction développable en série entiere est C* avec une série de Taylor qui converge mais
Attention! Il ne s’agit que de conditions nécessaires (cf contre-exemple ci-dessous).

| EXEMPLE N° 8|

1

Un contre-exemple: On considére la fonction f définie sur R par: f(x) = e x2 six #0et f(0) =0 sinon.

1. Démontrer que f est C* sur R avec £ (0) = 0 pour tout 7 € N.
Pu(x) —

1
On pourra vérifier queVn e N,3P, € R[X],Vx e R*, £ (x) = x3n e 2

2. Quelle est la série de Taylor de f ? En déduire que f n’est pas développable en série entiere au voisinage de 0.
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III-2) Développement en série entiére et équations différentielles

La facilité avec laquelle on calcule facilement les dérivées d'une somme de série entiéere et I'unicité du développe-
ment conduit a chercher bien souvent une solution(particuliere) d'une équation différentielle sous la forme d'une
somme de série entiére.

] EXEMPLE N° 9 \ Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de (E) : xy"+2y'+xy=0

{ Méthode : Recherche de solution particuliere développable en série entiére en 0 pour une EDL %

On consideére une équation différentielle linéaire
YP +opyP V4 vy +agy = b (E)
ol ag, ay, ..., ap-1 €t b sont des fonctions développables en série entiere en 0
On recherche les solutions développables en séries entiéres en 0 de la facon suivante

e Analyse : On suppose qu'’il existe une solution y développable en série entiere qu’on écrit

+00
y(x) = Z an,x" ol la série entiere a un rayon de convergence R > 0
n=0

— on exprime les dérivées successives de y avec le théoreme de dérivation terme a terme

— on cherche un développement en série entiere de chacun des membres de I'équation (E).

S’il y a plusieurs somme, on commence par faire un changement d’indice pour avoir la méme puissance de
x dans chacune des sommes puis on réunit les parties communes sous une seule somme en isolant si besoin
certains termes.

— on identifie les coefficients en utilisant I'unicité du développement en série entiere ce qui permet d’obtenir
une relation de récurrence sur les coefficients

» Syntheése : On vérifie que les séries entieres candidates possibles ont bien un rayon de convergence R > 0
On peut souvent utiliser la regle de d’Alembert pour déterminer R (sans forcément expliciter les coefficients mais
en exploitant la relation de récurrence)

— Sion trouve R =0, c’est qu'il n'y a pas de solution développable en série entiere.

— Sion trouve R > 0 alors on a obtenu des solutions développables en série entiere solution de (E) sur ] — R, R|[

En général, on cherche alors a expliciter les coefficients en exploitant la relation de récurrence afin de préciser
I'expression de y(x) pour reconnaitre des fonctions usuelles.

/

(0)

)i 1 , retrouver le

] EXEMPLE N° 10 \ En utilisant que [x — e*] est 'unique solution du probleme de Cauchy { i

développement en série entiere de la fonction exponentielle.
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1V) Développements en série entiere usuels

IV-1) Série géométrique and Co

En partant du développement de la série géométrique : = Z z" pour |z|] <1 (ieR=1)

. 1 = . . .
on aussi: 1 = E x" pour [x| <1 eten changeant de variable, en dérivant ou en intégrant :
-x =
n=0
1

1+x
1 —
1+x2
1 —
1-x?2

—In(l-x) =

In(1+x) =

Arctanx =

1V-2) Série exponentielle and Co

+00 Zl’l
En partant du développement de la série expoentielle : e“=) — pour tout z € C (ie R = +00)
= n!
On obtient :
+00 xn
e*=) = pourtout xréel d'out: e * =
n=0 n!
puis:

chx=
shx =
CoSX =

sinx =

1V-3) Formule du binéme généralisé

aa-1)...la=(n-1)
Il s’agit de démontrer que: (1+x)* =1+ )_ (' )

n=1 n:
On veut déterminer I'existence d’'un développement en série entiére pour la fonction [f: x — (1+x)*] ot ax € R.
Pour cela, on recherche une équation différentielle vérifiée par f :

f est C*® sur et: f'(x)= aussi

x" pour x| <1

A+x)y =ay

[f:x— (1+x)%] est donc I'unique solution du probléeme de Cauchy : { yO) =1
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1V-4) Bilan des développements usuels a connaitre

Développement

Rayon de convergence

+00 Zn
ef=) — R=+00
n=0 n!
1 +00
=) z" R=1
l1-2z n=0
+00 x2n
cosx= )Y (-1)" R=+o00
=0 (2n)!
+00 x2n+1
sinx= ) (-1)"'—— R=+o0
=0 2n+1)!
+00 x2n
chx=) R=+00
n=o 2n)!
+00 x2n+1
shx=) —— R=+o0
o 2n+1)!
+00 xn
In1+x)=Y D" '=— R=1
n=1 n
+00 x2n+l
Arctanx = Z(—l)" R=1
=0 2n+1
O aa—-1)...la—(n—-1)
A+x0)%=1+) (' )x” R=1
oy | n!

| SUITE EXEMPLE N° 7 | Reconnaitre la fonction développable en série solution de xy”+2y'+xy = 0 vérifiant y(0) = 1
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ANNEXE : Formule de Taylor avec reste intégral

{ Théoreme : Formule de Taylor avec reste intégral }

Soit f : [a, b] — R une fonction de classe C"*1 sur l'intervalle [a bl de R (a < b), on a, pour tout x € [a, b] :

n £k t n
k=0 K d nt_
—Ta ()0 R, ()(x)

T, (f)(x) est]’expression de la somme partielle d’ordre n de la série de Taylor en a associée a f : c’est une expression
polynoémiale de degré n

R, (f)(x) est le reste intégrale mesurant de facon exacte I’erreur commise lorsqu’on remplace f(x) par la somme
partielle précédente

Pour notre cours sur les séries entieres, cette formule est utilisée avec a = 0 de sorte qu’elle s’écrit :

® 0 n
f(.X') — Z f (0) k f f(n+1)(l') t)

k=0 k! )
N —
=Tn(f)(x) —Rn(f) (%)

On prouve le résultat par récurrence avec I’hypothese :
HR,,: «Si f estde classe C"*! sur [a, b] alors,

n £k
Vxelabl, f(x):Zf (a)(x_ a)k+ ff(n+1)(t)(x )dt»

=0 k!
:Tn(f)(X) —Rn(f)(x)
Initialisation : Pour n = 0, on prouve HR( donc on suppose que f est de classe C! et on montre que :
O(a) (@)
Vxe€la,bl,; f(x)=To(f)(x)+R,(f)(x) avecTo(f)(x) = ! J L ix-a)= fT <1= f(a)

0
et Ro(f)(x) = ff“’*”(t)(x )dt:f f'(t)xidt:f f'(dt

Or:f fl(nde = [f(t)]a = f(x) - f(a) de sorte que I'égalité f(x) = To(f)(x) + Ro(f)(x) est vraie.

Hérédité : Prouvons HR,, = HR,,;;. Pour prouver HR, ;1, on se donne f de classe C"*2 sur [a, b].
Puisqu’elle est C"*2, elle est aussi C"*! et on peut lui appliquer HR,, de sorte que :
f(k)( a) k (1) 1 X t)n
Vxe€labl, f(x )_Z (x—a)*+ f () ————dt
TR =R, ()
On utilise alors une intégration par parties sur R, (f)(x) avec
I/L(t) — f(n+1)(t) u!(t) - f(n+2)(t)
-n" 1 d’ou 1 -l -l
v’(t)=(x ) =——xh'(t)xh()"ouh(t)=x—t U(t):——x(x ) :_(x )
n! n! n! n+1 (n+1)!

Les fonctions u et v sont bien de classe C! (puisque f est C"*2 donc f**1 est bien C!).

(x— t)n+1 (n42) (x t)n+1
(n+1)! f ! U (n+1)! dt

—_ g+l X _ an+l
soit : Rn(f) (X) = \0’_/ +f(7’l+1) (a) % (x a) +f f(n+2) (t) (x t) dt

R, (f)(x) =f W (Dv(r)de = [u(r)v(t)]’;—f w(v' (t)de = [—f("“)( 1)

(n+1)! (n+1)!

carn+1>0 —~
Ru+1(H)(x)

f(I’H-l)(a)
TSI (x—a)""' =T,,1(f)(x) onabienobtenu: f(x)=Tp1(f)(X)+Rue1(f)()

ce qui prouve la formule a I'ordre n + 1 et donc HR ;. est vérifiée.

Puisque T,(f)(x)+

Conclusion : Par récurrence simple sur 7, on sait que HR,, est vraie pour tout n dans N.
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